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RANCANGAN PEMBELAJARAN

Mata Kuliah : Metode Numerik Semester : 3 (Tiga); Kode: SI211  sks: 3(2-1)
Program Studi : Sistem Informasi

CAPAIAN PEMBELAJARAN:

a. Menguasai konsep teoritis matematika meliputi logika matematika, matematika diskret, aljabar, analisis dan geometri, serta teori peluang dan statistika;

Sub: menguasai konsep, prinsip-prinsip dan aplikasi Matematika pada Metode Numerik;

b. Menguasai prinsip-prinsip Galat, Persamaan Linear dan Non-Linear, Interpolasi dan Regrasi, Integrasi, Turunan dan Persamaan Diferensial biasa;

Sub: mampu menguasai prinsip-prinsip matematika dengan menggunakan pendekatan numerik;

c. Mampu melakukan eksplorasi, penalaran logis, generalisasi, abstraksi, dan pembuktian formal dalam menyelesaikan masalah matematika melalui
pendekatan numerik dengan atau tanpa bantuan piranti lunak matematis;

d. Merekonstruksi, memodifikasi, menganalisis model matematis dari suatu sistem/masalah, mengkaji keakuratan model dan kemanfaatan model dan
menarik kesimpulan yang kontekstual dengan pendekatan numerik;

e. Mampu melakukan analisis terhadap berbagai masalah matematis yang telah tersedia dan menyajikan simpulan analisis secara mandiri atau kelompok,

untuk pengambilan keputusan yang tepat dengan menggunakan pendekatan numerik.



Matriks Pembelajaran :

SEETETEL Bahan Kajian/ Bentuk et Kriteria Penilaian izl

Ming akhir yang . . . Belajar Deskripsi Tugas Luaran - Nilai Referensi
diharapkan Materi Pembelajaran | Pembelajaran (Menit) (Indikator) (%)

1 2 3 4 5 6 7 8
1 Penjelasan Umum | Diskusi 150 Kesepakatan
Pelaksanaan Dosen dengan
Perkuliahan Mahasiswa

2-3 Menjelaskan | Konsep Dasar Deret | Diskusi 300 Mahasiswa mendiskusikan | Hasil tes | - Keaktifan dalam 10 1,2,3
konsep Dasar | Taylor dan Analisis | kelompok permasalahan yang sudah disusun | formatif diskusi kelompok
Deret Taylor | g,iat dosen dalam kelompok kecil (perorangan) | - Hasil tes formatif
dan Analisis Diskusi kelas perorangan
Galat Mahasiswa mengikuti tes formatif

4-5 Memahami Solusi Persamaan Diskusi 300 Mahasiswa mendiskusikan | Hasil tes | - Keaktifan dalam 10 1,2,3
dan Linear kelompok permasalahan yang sudah disusun | formatif diskusi kelompok
Menerapkan dosen dalam kelompok kecil (perorangan) | - Kualitas
metode Diskusi kelas ringkasan  hasil
numerik Mahasiswa mengikuti tes formatif kajian perorangan
dalam
mencari
Solusi
Persamaan
Linear.

6-8 Memahami Solusi Persamaan Diskusi 450 Mahasiswa mendiskusikan | Hasil tes | - Keaktifan dalam 20 1,2,3
dan Non-Linear kelompok permasalahan yang sudah disusun | formatif diskusi kelompok
Menerapkan dosen dalam kelompok kecil (perorangan) |-  Hasil tes formatif
metode Diskusi kelas perorangan
numerik Mahasiswa mengikuti tes formatif
dalam
mencari
Solusi
Persamaan
Non-Linear.

9-10 | Memahami Interpolasi dan Diskusi 300 Mahasiswa mendiskusikan | Ringkasan - Keaktifan dalam 20 1,23
dan Regresi kelompok permasalahan yang sudah disusun | Metode diskusi kelompok
Menerapkan dosen dalam kelompok kecil Numerik




metode Diskusi kelas secara Kualitas
numerik Mahasiswa menyusun ringkasan | perorangan ringkasan metode
dalam numerik  dalam
melakukan melakukan
Interpolasi interpolasi  dan
dan Regresi. regresi

11-13 | Memahami Integrasi Numerik Diskusi 450 Mahasiswa mendiskusikan | Makalah Keaktifan dalam 20 1,2,3
dan kelompok permasalahan yang sudah disusun | perorangan diskusi kelompok
Menerapkan dosen dalam kelompok kecil Kemampuan
metode Diskusi kelas presentasi dan
numerik Mahasiswa  mempresentasikan diskusi dalam
dalam suatu topik secara kelompok kelompok
menyelesaika Mahasiswa menyusun makalah Makalah
n masalah ringkasan perorangan
matematika tentang  contoh
yang kasus
berhubungan
dengan
integrasi

14-16 | Memahami Turunan Numerik Diskusi 450 Mahasiswa mendiskusikan | Makalah Keaktifan dalam 20 1,2,3
dan kelompok permasalahan yang sudah disusun | kelompok diskusi kelompok
Menerapkan dosen dalam kelompok kecil Kemampuan
metode Diskusi kelas presentasi dan
numerik Mahasiswa  mempresentasikan diskusi dalam
dalam suatu topik secara kelompok kelompok
menyelesaika Kualitas makalah
n masalah kelompok tentang
matematika bagaimana
yang turunan numerik
berhubungan
dengan
turunan

Daftar Referensi:
Mathews, J H. 1992. Numerical Methods for Mathematics Science & Engenering. Prentice Hall. New York.
2. Atkinson, K. 1994. Elementary Numerical Analysis. John Willey & Sons. New York.
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3.  Munir, R. 2003. Metode Numerik. Informatika. Bandung.




FORMAT RANCANGAN TUGAS

Nama Mata Kuliah :  Metode Numerik Sks

Program Studi . Sistem Informasi Pertemuan ke
Fakultas MIPA

A. TUJUAN TUGAS:

B.

Menjelaskan konsep Dasar Deret Taylor dan Analisis Galat
URAIAN TUGAS:

1. a.

Obyek Garapan: Konsep Dasar Deret Taylor dan Analisis Galat

2. Batasan yang harus dikerjakan:

3.

T@ o o0 T ®

Deret Taylor

Analisis Galat

Sumber Utama Galat Numerik
Orde Penghampiran

Bilangan Titik Kambang
Perambatan Galat

Bilangan Kondisi

etode/Cara Pengerjaan (acuan cara pengerjaan):

Mahasiswa mendiskusikan permasalahan yang sudah disusun dosen dalam kelompok kecil

- Permasalahan yang didiskusikan:

1) Bagaimana yang dimaksud dengan Ekspansi Taylor!

2) Jelaskan apa yang dimaksud dengan galat!

3) Tuliskan sumber-sumber utama galat!

4) Bagaimana yang dimaksud dengan orde penghampiran!
5) Apa yang dimaksud dengan bilangan titik kambang!

6) Bagaimana terjadinya perambatan galat?

3(2-1)
2-3



7) Bagaimana yangdimaksud dengan bilangan kondisi?
- Hasil diskusi kelompok didiskusikan di kelas
- Mahasiswa mengikuti tes formatif

4. Deskripsi Luaran tugas yang dihasilkan:
Hasil tes formatif (perorangan) yang dilaksanakan selama 50 menit terakhir pada tahap ini.
C. KRITERIA PENILAIAN (10%):
- Keaktifan dalam diskusi kelompok
- Hasil tes formatif perorangan

RUBRIK PENILAIAN

KRITERIA 1:Keaktifan dalam diskusi (20%)

DIMENSI Sangat Memuaskan Batas Kurang Di bawah SKOR
Memuaskan (65-79) (55-64) Memuaskan standard
(=80) (40-54) (<40)
Keaktifan mencari Sangat aktif Aktif Cukup aktif Kurang aktif Tidak aktif
literatur
Keaktifan Sangat aktif Aktif Cukup aktif Kurang aktif Tidak aktif
berdiskusi
TOTAL
KRITERIA 2: Hasil tes formatif perorangan (80%o)
DIMENSI Sangat Memuaskan Batas Kurang Di bawah standard | SKOR
Memuaskan (65-79) (55-64) Memuaskan (<40)
(=80) (40-54)
Skor




FORMAT RANCANGAN TUGAS

Nama Mata Kuliah :  Metode Numerik Sks : 3(2-1)
Program Studi . Sistem Informasi Pertemuan ke . 4-5
Fakultas . MIPA

A. TUJUAN TUGAS:
Memahami dan Menerapkan metode numerik dalam mencari Solusi Persamaan Linear.

B. URAIAN TUGAS:
1. Obyek Garapan: Metode numerik dalam mencari Solusi Persamaan Linear
2. Batasan yang harus dikerjakan:

Metode eliminasi Gauss

Metode eliminasi Gauss-Jordan

Metode Invers Matriks

Metode Dekomposisi LU

Metode Determinan

Solusi Sistem persamaan Linear

—~P® o0 o

3. Metode/Cara Pengerjaan (acuan cara pengerjaan):
- Mahasiswa mendiskusikan permasalahan yang sudah disusun dosen dalam kelompok kecil. Permasalahan yang dibahas
meliputi:
1) Memahami dan menggunakan metode eliminasi Gauss dalam menyelesaikan persamaan linear!
2) Memahami dan menggunakan metode eliminasi Gauss-Jordan dalam menyelesaikan persamaan linear!
3) Memahami dan menggunakan metode Invers Matriks dalam menyelesaikan persamaan linear!
4) Memahami dan menggunakan metode Dekomposisi LU dalam menyelesaikan persamaan linear!
5) Memahami dan menggunakan metode Determinan dalam menyelesaikan persamaan linear!
6) Menyelesaikan sistem persamaan linear!



4. Deskripsi Luaran tugas yang dihasilkan:

Hasil tes formatif (perorangan) yang dilaksanakan selama 50 menit terakhir pada tahap ini.

C. KRITERIA PENILAIAN (10%0):
- Keaktifan dalam diskusi kelompok
- Kualitas ringkasan hasil kajian perorangan

KRITERIA 1:Keaktifan dalam diskusi (50%b)

RUBRIK PENILAIAN

DIMENSI Sangat Memuaskan Batas Kurang Di bawah SKOR
Memuaskan (65-79) (55-64) Memuaskan standard
(>80) (40-54) (<40)
Keaktifan mencari Sangat aktif Aktif Cukup aktif Kurang aktif Tidak aktif
literatur
Keaktifan Sangat aktif Aktif Cukup aktif Kurang aktif Tidak aktif
berdiskusi
TOTAL
KRITERIA 2: Kualitas ringkasan hasil kajian perorangan (50%)
DIMENSI Sangat Memuaskan Batas Kurang Di bawah standard | SKOR
Memuaskan (65-79) (55-64) Memuaskan (<40)
(>80) (40-54)
Kelengkapan Sangat lengkap Lengkap Cukup lengkap Kurang lengkap Tidak lengkap
konsep (mampu (melebihi konsep (sesuai konsep (dibawah konsep (konsep tidak
mengembangkan minimal pada minimal pada minimal pada sesuai)
modul) modul) modul)




konsep secara

optimal)
Ketepatan konsep Sangat tepat Tepat Cukup tepat Kurang tepat Tidak tepat
(sesuai dengan
logika ilmiah)
Ide baru dan Sangat baik Baik Cukup baik Kurang baik Tidak baik
kreativitas (memunculkan (memunculkan ide (ide seperti pada (ide di bawah (miskin ide)
beberapa ide baru) baru) modul) tuntutan modul)
Total




FORMAT RANCANGAN TUGAS

Nama Mata Kuliah :  Metode Numerik Sks : 3(2-1)
Program Studi . Sistem Informasi Pertemuan ke . 6-8
Fakultas . MIPA
A. TUJUAN TUGAS:
Memahami dan Menerapkan metode numerik dalam mencari Solusi Persamaan Non-Linear.
B. URAIAN TUGAS:
1. Obyek Garapan: Metode numerik dalam mencari Solusi Persamaan Non-Linear.
2. Batasan yang harus dikerjakan:
a. Metode-metode pencarian akar
b. Akar ganda
c. Akar-akar polinom
d. Sistem persamaan Linear
3. Metode/Cara Pengerjaan (acuan cara pengerjaan):
1) Memahami dan memakai metode-metode pencarian akar!
2) Memahami dan menyelesaikan persamaan yang berakar ganda!
3) Menentkan akar-akar polinom dengan menggunakan metode-metode pencarian akar!
4) Menyelesaikan sistem persamaan Non-linear!
4. Deskripsi Luaran tugas yang dihasilkan:
Hasil tes formatif (perorangan) yang dilaksanakan selama 50 menit terakhir pada tahap ini.
C. KRITERIA PENILAIAN (20%0):

- Keaktifan dalam diskusi kelompok
- Kualitas ringkasan bagaimana mencari solusi Persamaan Non-Linear secara perorangan



KRITERIA 1:Keaktifan dalam diskusi (50%)

RUBRIK PENILAIAN

DIMENSI Sangat Memuaskan Batas Kurang Di bawah SKOR
Memuaskan (65-79) (55-64) Memuaskan standard
(>80) (40-54) (<40)

Keaktifan mencari Sangat aktif Aktif Cukup aktif Kurang aktif Tidak aktif

literatur

Keaktifan Sangat aktif Aktif Cukup aktif Kurang aktif Tidak aktif

berdiskusi

TOTAL

KRITERIA 2: Kualitas ringkasan secara perorangan (50%o)
DIMENSI Sangat Memuaskan Batas Kurang Di bawah standard | SKOR
Memuaskan (65-79) (55-64) Memuaskan (<40)
(>80) (40-54)
Kelengkapan Sangat lengkap Lengkap Cukup lengkap Kurang lengkap Tidak lengkap
konsep (mampu (melebihi konsep (sesuai konsep (dibawah konsep (konsep tidak
mengembangkan minimal pada minimal pada minimal pada sesuai)
konsep secara modul) modul) modul)
optimal)

Ketepatan konsep Sangat tepat Tepat Cukup tepat Kurang tepat Tidak tepat
(sesuai dengan
logika ilmiah)

Ide baru dan Sangat baik Baik Cukup baik Kurang baik Tidak baik

kreativitas (memunculkan (memunculkan ide (ide seperti pada (ide di bawah (miskin ide)

beberapa ide baru) baru) modul) tuntutan modul)
Total
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FORMAT RANCANGAN TUGAS

Nama Mata Kuliah :  Metode Numerik Sks : 3(2-1)
Program Studi . Sistem Informasi Pertemuan ke : 9-10
Fakultas . MIPA

A. TUJUAN TUGAS:
Memahami dan Menerapkan metode numerik dalam melakukan Interpolasi dan Regresi.
B. URAIAN TUGAS:
1. Obyek Garapan: Metode numerik dalam melakukan Interpolasi dan Regresi
2. Batasan yang harus dikerjakan:
Persoalan interpolasi polinom
Polinom Lagrange
Polinom Newton
Keunikan Polinom Interpolasi
Galat Polinom Interpolasi
Polinom Newton-Gregory
Ekstrapolasi
Interpolasi Dwimatra
I. Regresi
3. Metode/Cara Pengerjaan (acuan cara pengerjaan):
Mahasiswa mendiskusikan permasalahan yang sudah disusun dosen dalam kelompok kecil. Permasalahan pada tahap ini
ialah:
1) Jelaskan bagaimana tentang persoalan interpolasi polinom!
2) Jelaskan bagaimana Polinom Lagrange!
3) Jelaskan bagaimana Polinom Newton!
4) Jelaskan bagaimana Keunikan Polinom Interpolasi!
5) Jelaskan bagaimana Galat Polinom Interpolasi!

‘ST@ e oo T
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6) Jelaskan bagaimana Polinom Newton-Gregory!
7) Jelaskan pengertian Ekstrapolasi!
8) Jelaskan tentang Interpolasi Dwimatra!
9) Jelaskan tentang Regresi!

4. Deskripsi Luaran tugas yang dihasilkan:

Ringkasan hasil penyusunan topic permasalahan yang dipilih. Kajian dilaksanakan selama 50 menit terakhir.
C. KRITERIA PENILAIAN (20%0):
- Keaktifan dalam diskusi
- Kualitas ringkasan secara perorangan

RUBRIK PENILAIAN

KRITERIA 1:Keaktifan dalam diskusi (50%)

DIMENSI Sangat Memuaskan Batas Kurang Di bawah SKOR
Memuaskan (65-79) (55-64) Memuaskan standard
(>80) (40-54) (<40)

Keaktifan mencari Sangat aktif Aktif Cukup aktif Kurang aktif Tidak aktif

literatur

Keaktifan Sangat aktif Aktif Cukup aktif Kurang aktif Tidak aktif

berdiskusi

TOTAL

12




KRITERIA 2: Kualitas ringkasan secara perorangan (50%)

DIMENSI Sangat Memuaskan Batas Kurang Di bawah standard | SKOR
Memuaskan (65-79) (55-64) Memuaskan (<40)
(>80) (40-54)
Kelengkapan Sangat lengkap Lengkap Cukup lengkap Kurang lengkap Tidak lengkap
konsep (mampu (melebihi konsep (sesuai konsep (dibawah konsep (konsep tidak
mengembangkan minimal pada minimal pada minimal pada sesuai)
konsep secara modul) modul) modul)
optimal)
Ketepatan konsep Sangat tepat Tepat Cukup tepat Kurang tepat Tidak tepat
(sesuai dengan
logika ilmiah)
Ide baru dan Sangat baik Baik Cukup baik Kurang baik Tidak baik
kreativitas (memunculkan (memunculkan ide (ide seperti pada (ide di bawah (miskin ide)
beberapa ide baru) baru) modul) tuntutan modul)
Total

13




FORMAT RANCANGAN TUGAS

Nama Mata Kuliah :  Metode Numerik Sks : 3(2-1)
Program Studi . Sistem Informasi Pertemuan ke : 11-13
Fakultas . MIPA

A. TUJUAN TUGAS:
Memahami dan Menerapkan metode numerik dalam menyelesaikan masalah matematika yang berhubungan dengan integrasi.
B. URAIAN TUGAS:
1. Obyek Garapan: Metode numerik dalam menyelesaikan masalah matematika yang berhubungan dengan integrasi.
2. Batasan yang harus dikerjakan:
Terapan integral dalam bidang sains dan rekayasa
Persoalan integrasi numerik
Metode Pias
Metode Newton-Cotes
Penggunaan ekstrapolasi untuk integrasi
Integral ganda
. Kuadratur Gauss
3. Metode/Cara Pengerjaan (acuan cara pengerjaan):
- Mahasiswa mendiskusikan permasalahan yang sudah disusun dosen dalam kelompok kecil. Bahan diskusi ialah sebagai berikut:
1) ldentifikasi masalah-masalah dalam bidang sains dan rekayasa yang menggunakan integral!
2) Jelaskan persoalan Integrasi Numerik!
3) Jelaskan Metode Pias!
4) Jelaskan Newton-Cotes!
5) Jelaskan penggunaan ekstrapolasi untuk integrasi!
6) Jelaskan tentang Integral ganda!
7) Jelaskan tentang Kuadratur Gauss!

@hooo0oe
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4. Deskripsi Luaran tugas yang dihasilkan:
Makalah perorangan tentang contoh kasus yang menguraikan salah satu metode di atas dan dipresentasikan.

C. KRITERIA PENILAIAN (10%):
- Keaktifan dalam diskusi

- Kemampuan presentasi dan menjawab pertanyaan

- Kualitas makalah

KRITERIA 1:Keaktifan dalam diskusi dalam kelompok (30%b)

RUBRIK PENILAIAN

DIMENSI Sangat Memuaskan Batas Kurang Di bawah SKOR
Memuaskan (65-79) (55-64) Memuaskan standard
(=80) (40-54) (<40)
Keaktifan mencari Sangat aktif Aktif Cukup aktif Kurang aktif Tidak aktif
literatur
Keaktifan Sangat aktif Aktif Cukup aktif Kurang aktif Tidak aktif
berdiskusi
TOTAL
KRITERIA 2: Kemampuan presentasi dan diskusi dalam kelompok 40%)
DIMENSI Sangat Memuaskan Batas Kurang Di bawah standard | SKOR
Memuaskan (65-79) (55-64) Memuaskan (<40)
(=80) (40-54)

Materi dan tayangan
presentasi

Sangat baik dan
menarik

Baik dan menarik

Cukup baik dan
menarik

Kurang baik dan
menarik

Tidak baik dan
menarik

15




Kemampuan Sangat baik Baik Cukup baik Kurang baik Tidak baik

presentasi

Kemampuan dalam Sangat baik Baik Cukup baik Kurang baik Tidak baik

diskusi

Total

KRITERIA 3: Kualitas makalah perorangan (30%)
DIMENSI Sangat Memuaskan Batas Kurang Di bawah standard | SKOR
Memuaskan (65-79) (55-64) Memuaskan (<40)
(>80) (40-54)
Kelengkapan Sangat lengkap Lengkap Cukup lengkap Kurang lengkap Tidak lengkap
konsep (mampu (melebihi konsep (sesuai konsep (dibawah konsep (konsep tidak
mengembangkan minimal pada minimal pada minimal pada sesuai)
konsep secara modul) modul) modul)
optimal)

Ketepatan konsep Sangat tepat Tepat Cukup tepat Kurang tepat Tidak tepat
(sesuai dengan
logika ilmiah)

Ide baru dan Sangat baik Baik Cukup baik Kurang baik Tidak baik

kreativitas (memunculkan (memunculkan ide (ide seperti pada (ide di bawah (miskin ide)

beberapa ide baru) baru) modul) tuntutan modul)
Total
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FORMAT RANCANGAN TUGAS

Nama Mata Kuliah :  Metode Numerik Sks : 3(2-1)
Program Studi . Sistem Informasi Pertemuan ke . 14-16
Fakultas . MIPA

A. TUJUAN TUGAS:

Memahami dan Menerapkan metode numerik dalam menyelesaikan masalah matematika yang berhubungan dengan turunan
B. URAIAN TUGAS:
1. Obyek Garapan: Metode numerik dalam menyelesaikan masalah matematika yang berhubungan dengan turunan.
2. Batasan yang harus dikerjakan:
a. Persoalan turunan numerik
b. Pendekatan dalam menghitung turunan numerik
c. Ekstrapolasi Richardson
d. Terapan turunan numerik dalam pengolahan citra
3. Metode/Cara Pengerjaan (acuan cara pengerjaan):
- Mahasiswa mendiskusikan permasalahan yang sudah disusun dosen dalam kelompok kecil. Bahan diskusi ialah sebagai berikut:
a) Jelaskan persoalan yang berhubungan dengan turunan numerik!
b) Jelaskan bagaimana pendekatan dalam menghitung turunan numerik!
c) Jelaskan bagaimana tentang Ekstrapolasi Richardson!
d) Jelaskan bagaimana terapan turunan numerik dalam pengolahan citra
- Hasil diskusi kelompok didiskusikan dalam diskusi kelas
- Mahasiswa mempresentasikan suatu topic pada no. 3
- Mahasiswa menyusun makalah tentang topik yang dipresentasikan di atas.
4. Deskripsi Luaran tugas yang dihasilkan:
Makalah kelompok tentang salah satu kasus pilihan.
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C. KRITERIA PENILAIAN (10%0):
- Keaktifan dalam diskusi kelompok
- Kemampuan presentasi dan diskusi dalam kelompok
- Kualitas makalah kelompok
RUBRIK PENILAIAN
KRITERIA 1:Keaktifan dalam diskusi dalam kelompok (30%)

DIMENSI Sangat Memuaskan Batas Kurang Di bawah SKOR
Memuaskan (65-79) (55-64) Memuaskan standard
(>80) (40-54) (<40)
Keaktifan mencari Sangat aktif Aktif Cukup aktif Kurang aktif Tidak aktif
literatur
Keaktifan Sangat aktif Aktif Cukup aktif Kurang aktif Tidak aktif
berdiskusi
TOTAL

KRITERIA 2: Kemampuan presentasi dan diskusi dalam kelompok 409%0)

DIMENSI Sangat Memuaskan Batas Kurang Di bawah standard | SKOR
Memuaskan (65-79) (55-64) Memuaskan (<40)
(>80) (40-54)
Materi dan tayangan Sangat baik dan Baik dan menarik Cukup baik dan Kurang baik dan Tidak baik dan
presentasi menarik menarik menarik menarik
Kemampuan Sangat baik Baik Cukup baik Kurang baik Tidak baik
presentasi
Kemampuan dalam Sangat baik Baik Cukup baik Kurang baik Tidak baik
diskusi
Total

18



KRITERIA 3: Kualitas makalah kelompok (30%0)

DIMENSI Sangat Memuaskan Batas Kurang Di bawah standard | SKOR
Memuaskan (65-79) (55-64) Memuaskan (<40)
(>80) (40-54)
Kelengkapan Sangat lengkap Lengkap Cukup lengkap Kurang lengkap Tidak lengkap
konsep (mampu (melebihi konsep (sesuai konsep (dibawah konsep (konsep tidak
mengembangkan minimal pada minimal pada minimal pada sesuai)
konsep secara modul) modul) modul)
optimal)
Ketepatan konsep Sangat tepat Tepat Cukup tepat Kurang tepat Tidak tepat
(sesuai dengan
logika ilmiah)
Ide baru dan Sangat baik Baik Cukup baik Kurang baik Tidak baik
kreativitas (memunculkan (memunculkan ide (ide seperti pada (ide di bawah (miskin ide)
beberapa ide baru) baru) modul) tuntutan modul)
Total
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GARIS BESAR MATERI PEMBELAJARAN

No. | Pertemuan Materi Pembelajaran Garis Besar Materi Pembelajaran
1. 1 Penjelasan Umum | Pertemuan membahas capaian pembelajaran, metode dan strategi dalam
Pelaksanaan Perkuliahan pembelajaran, evaluasi, serta tugas-tugas yang akan dicapai selama pembelajaran
2. 2-3 Konsep Dasar Deret Taylor | Pertemuan ini akan membahas:
dan Analisis Galat - Deret Taylor
- Analisis Galat
- Sumber Utama Galat Numerik
- Orde Penghampiran
- Bilangan Titik Kambang
- Perambatan Galat
- Bilangan Kondisi
3. 4-5 Metode numerik dalam Pertemuan ini akan membahas:
mencari Solusi Persamaan - Metode eliminasi Gauss
Linear - Metode eliminasi Gauss-Jordan
- Metode Invers Matriks
- Metode Dekomposisi LU
- Metode Determinan
- Solusi Sistem persamaan Linear
4. 6-8 Metode numerik dalam Pertemuan ini akan membahas:

mencari Solusi Persamaan
Non Linear

- Metode-metode pencarian akar
- Akar ganda

- Akar-akar polinom

- Sistem persamaan Linear
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9-10 Metode numerik dalam Pertemuan ini akan membahas:
melakukan Interpolasi dan - Persoalan interpolasi polinom
Regresi - Polinom Lagrange
- Polinom Newton
- Keunikan Polinom Interpolasi
- Galat Polinom Interpolasi
- Polinom Newton-Gregory
- Ekstrapolasi
- Interpolasi Dwimatra
- Regresi
11-13 Metode numerik dalam Pertemuan ini akan membahas:
menyelesaikan masalah - Terapan integral dalam bidang sains dan rekayasa
matematika yang - Persoalan integrasi numerik
berhubungan dengan - Metode Pias
integrasi - Metode Newton-Cotes
- Penggunaan ekstrapolasi untuk integrasi
- Integral ganda
- Kuadratur Gauss
14-16 Metode numerik dalam Pertemuan ini akan membahas:

menyelesaikan masalah
matematika yang
berhubungan dengan
turunan

- Persoalan turunan numerik

- Pendekatan dalam menghitung turunan numerik
- Ekstrapolasi Richardson

- Terapan turunan numerik dalam pengolahan citra
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Modul Pembelajaran Elearning: Metode Numerik,

DERET TAYLOR & ANALISIS GALAT

Kakas (tools) yang sangat penting dalam metode numerik

Deret Taylor adalah kakas yang utama untuk menurunkansuatu metode numerik.
Deret Taylor berguna untuk menghampiri fungsi ke dalam bentuk polinom
Fungsi yang rumit menjadi sederhana dengan deretTaylor

DEFINISI DERET TAYLOR

Andaikan f dan semua turunannya, f', ", f'"" ..., kontinu di dalam selang [a, b].
Misalkan Xo € [a, b], maka untuk nilai-nilai x di sekitar xo dan x € [a, b], f(x) dapat
diperluas (diekspansi) ke dalam deret Taylor:

— _ 2 _ 3
= 1,x°)f'x°+—(x ) + S )

+- ("_x") E0 pm () +

fG) = fxo +

misalkan x — xo = h, maka :

ho. h? hd R
f(x)=fxo+ﬁf(xo)+§f (ro) + 57 f7 (o) + - fH0 () + -

Contoh 1:
Hampir fungsi f (x) = sin(x) dalam deret Taylor di sekitar x, = 1
Penyelesaian :
f(x) = sin(x), f'(x)
=cos(x), f"(x) = —sin(x), """ (x) = — cos(x), f*x

= sin(x), ...
—1)2 _ 13
sin(x) = sin(1) + (- 1 )co D+ (x o D) (—=sin(1)) + & ' )(—cos(l))
(x = D* |
2 sin(1) + -
Bila dimisalkan x — 1 = h, maka,
h? h3 h*
sin(x) = sin(1) + hcos(1) + —( sin(1)) + —( cos(1)) + ﬂsm(l) + -

= 0.8415 + 0.5403h — 0.4208h2 0.0901h3 + 0.0351h* +
Kasus khusus : jika Xo = 0, maka deretnya dinamakan Deret Maclaurin, yang
merupakan deret Taylor baku.
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Modul Pembelajaran Elearning: Metode Numerik,

Contoh 2 :
sin(x), e*, cos(x) danIn(x + 1) masing masing dalam deret Maclaurin

9 coso) + E 2 sinon) + EZ 2 (— cos(o))

sin(x) = sin(0) + (=

(—)4
4!

x3  x°

TR
(x —0) (x — 0)? (x—3)3 ., (x—4*
X — ,0) o ™ "7 ,0)4 M 77 (0 (0) ) 4 ...
et =e\V + T ey’ + o ey’ + 3 e a1 e’ +
x% x3 x*
=1l4+x4+—+—4+—+-

——sin(0) + -

21 31 41

2 3 6

cos(x) = %+%—%+
| _ (x = 0) - (—)2 L
n(x+1)=In(0+1) + O+1D)t+—(C(0+1)9

( — )32(0 5y (x-0)* )4 4
T + 1) Y ——(=6(0+ 1))+ -
x? x3 x*
:x—7+?_z+...

Karena suku-suku deret Taylor tidak berhingga banyaknya, maka untuk alasan
praktis deret Taylor dipotong sampai suku orde baru tertentu.

Deret Taylor yang dipotong sampai suku orde ke-n dinamakan Deret Taylor
terpotong dan dinyatakan oleh :

f(x)%f(xo)+( )f(o)+( )f"( o)+ Rt )f(")( 0)
+ R (x)

(x = xp) "V

GO m<e <

Rn(x) =

Galat/residu/sisa

Deret Taylor terpotong di sekitar X0 = 0 disebut Deret Maclaurin terpotong.
Contoh :

6
sin(x) = x —x3 /31 4+ x> /5! 4+ Rs () .Rs () = %cos(c)

5
X=1+4+x+x%2/2'+x3/3! + x*/4! + R,(x); Ry(x) = 1;—' e
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Modul Pembelajaran Elearning: Metode Numerik,

cos(x) =1 —x2/41 4+ x*/6! —x°/6! + Rg(x); Rg(x) = x7—:cos(c)

Yang dalam hal ini, 0 < c < x.

Contoh 4:
Hitung hampiran nilai cos(0.2)
Jawab:
cos(0.2)= 1 —-022/2 + 0.24 /24 — 0.26/720 = 0.9800667

Analisis Galat

Sumber Galat:
e Sebelum proses komputasi:
Kesalahan akibat model yang salah
Kesalahan karena hasil observasi yang salah/ pengukuran yang salah
Kesalahan yang dibawa dari proses perhitungan yang sebelumnya
e Selama proses komputasi:
Kesalahan karena hasil pendekatan/ hampiran

Kesalahan karena proses pemangkasan atau pembulatan

Contoh:
Kesalahan yang terjadi dalam perhitungan luas permukaan bumi menggunakan
formula A = 4 mr2 adalah:

e Memodelkan bumi sebagai bola dengan permukaan yang rata

e Perhitungan jari-jari bumi

e Perhitungan nilai

e Hasil komputasi yang melibatkan proses pembulatan

e Solusi dengan metode numerik adalah solusi hampiran (aproksimasi) terhadap
solusi eksak. Oleh karena itu, solusi numerik mengandung galat.

e Galat (¢): perbedaan antara solusi hampiran dengansolusi eksak.

24



Modul Pembelajaran Elearning: Metode Numerik,

Definisi Galat: € = a -a

Galat Mutlak : ¢ = |a -@]

Galat relatif : e = 2 atau g = 2 x 100%

Galat relatif hampiran : eg4 =

| ™

Contoh :
Misalkan nilai sejati 10/3 dan nilai hampiran 3.333. Hitunglah galat, galat mutlak,
galat relatif, dan galat relatif hampiran.
galat = 10/3 - 3.333 = 10/3 - 3333/1000 = 1/3000
= 0.000333 ...

galat mutlak = |0.000333...| = 0.000333 ...
galat relatif = (1/3000)/(10/3) = 1/1000 = 0.0001
galat relatif hampiran = (1/3000)/3.333 = 1/9999
Sumber utama galat:
1. Galat pemotongan (truncation error)
2. Galat pembulatan (round-off error)
Galat pemotongan: galat yang ditimbulkan akibat penggunaan hampiran sebagai

pengganti formula eksak.

Contoh : Hampiran cos(x) dengan deret McLaurin :
x? x
cos(x) =1—-—>+4 = ta T T

\_Y_} \_Y_}

nilai hampiran pemotong  galat pemotong
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Modul Pembelajaran Elearning: Metode Numerik,

Galat pembulatan: galat yang timbul akibat keterbatasan komputer dalam

merepresentasikan bilangan riil.

Contoh :

1/6 = 0.1666666666 ..., dalam mesin dengan 6-digit direpresentasikan sebagai
0.166667.

Galat pembulatan = 1/6 - 0.166667 = —0.000000333

Contoh dalam sistem biner misalnya

% = 0.00011001100110011001100110011 ...

direpresentasikan di dalam komputer dalam jumlah bit yang terbatas.

Penvyajian Bilangan:

Sistem Bilangan:
e Sistem Desimal : 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9
e Sistem Biner : 0,1

Sistem Oktal :0,1,2,3,4,5,6
Sistem Hexadesimal : 0, 1, 2, 3, 4,

,6,7,89,ABC,DEF

Sistem Biner:

Sistem bilangan yang mendasari operasi komputer adalah sistem bilangan biner,
sehingga sistem bilangan ini perlu dibahas lebih lanjut. Suatu bilangan biner x
adalah suatu sekuens terbatas dari digit-digit O dan 1, serta dapat dilambangkan
sebagai berikut : x = (a,,a;, — 1 ...a2a,0a9),

Konversi sistem biner ke decimal :

X= 2™+ a, 2™+ + a2 + aq
x =(110101), x= 2°+2*+422+4+2°=53
x= (111..1),

x=2"14 4214 1=2m—1

Konversi sistem desimal ke biner :

X = (Amm-1 - A201a0);

= 2™+ ap_2™ + -+ a2 +ag

Bila x dibagi 2, akan menghasilkan x1 berikut dengan sisaan ao0.
X = ap2™ a2+ 4 20

Bila proses ini diteruskan, x1 dibagi 2, akan menghasilkan x2
berikut dengan sisaan al

Xy = Q2™ + @y 2™ 4 o 4 20
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Modul Pembelajaran Elearning: Metode Numerik,

Setelah sejumlah langkah terbatas, akan diperoleh koefisien ai untuk i =0, 1, ....
m dengan hasil bagi terakhir bernilai 0.
Contoh: (11)4, = (1011),

Pecahan Biner

Suatu pecahan biner adalah bilangan biner x dalam bentuk pecahan yang berupa
suatu sekuens (bisa tak terbatas) dari digit-digit 0 dan 1 berikut :

x = (a1a,a4 ... Ay - )2

x = (1101),

Konversi pecahan biner ke decimal :

x = (a1a,03 ... Ay - )2

= (@27 '+ a2+ az2 3+ )

x = (1101),

x= 2714272427

=5+4+25+4+0,625= 10,8125

Perhatikan deret geometrik berikut :

e untuk n mendekati tak hingga, akan diperoleh :
i i 1 <1
A U
=0

e Sifat ini dapat digunakan untuk menghitung
(0101010101010 ...), = 272 4274 4+ 276
e sehingga menghasilkan é

(11001100110011 ...), = 271 + 272 4275 4 276 4 ...

e menghasilkan 0.8 = %
Konversi desimal ke pecahan biner

e Andaikan x; berikut adalah bilangan dalam sistem desimal, yang bila
dikonversi ke dalam sistem pecahan biner menjadi :

x]_ = (a1a2a3 ...am )2 = a12_1 + a22_2 + a32_3 + .-
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o Bila x: dikali 2, akan menghasilkan bagian bulat a; dan bagian pecahan x

berikut:

xz = (a1a2a3 ...am )2 = a22_1 + a32_2 + a42_3 + .-

Contoh: (2);0 = (00110011001100...),

Tabel penjumlahan :

+ 1 10 11 100 | 101
1 10 11 100 101 | 110

10 11 100 101 110 | 111
11 100 101 110 111 | 1000
100 101 110 111 | 1000 | 1001
101 110 111 | 1000 | 1001 | 1010

Tabel perkalian :

X 1 10 11 100 101
1 1 10 11 100 101
10 10 100 110 | 1000 | 1010
11 11 110 | 1001 | 1100 | 1111
100 100 | 1000 | 1100 | 10000 | 10100
101 101 | 1010 | 1111 | 10100 | 11001

Notasi lImiah (Scientific Notation)

X=+xqx10" ;1< ¢g<10
dengan: g disebut mantissa
n disebut eksponen

Contoh:
1. 0.000342 =3.42 x10"*

2. 344108 =3.44108 x 101

3. 9800000 =9.8x 106

Angka Bena (signifikan)

Angka bena adalah angka bermakna, angka penting, atau angka yang dapat

digunakan dengan pasti

Contoh:

43.123 memiliki 5 angka bena (yaitu 4, 3, 1, 2, 3)
0.1764 memiliki 4 angka bena (yaitu 1, 7, 6, 4)
0.0000012memiliki 2 angka bena (yaitu 1, 2)
278.300 memiliki 6 angka bena (yaitu 2, 7, 8, 3, 0, 0)
270.0090 memiliki 7 angka bena (yaitu 2, 7,0, 0,0, 9, 0)
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Modul Pembelajaran Elearning: Metode Numerik,

0.0090 memiliki 2 angka bena (yaitu 9, 0)
1360, 1.360, 0.001360 semuanya memiliki 4 angka bena

Komputer hanya menyimpan sejumlah tertentu angka bena. Bilangan riil yang
jumlah angka benanya melebihi jumlah angka bena komputer akan disimpan
dalam sejumlah angka bena komputer itu. Pengabaian angka bena sisanya itulah
yang menimbulkan galat pembulatan.

Galat total: adalah galat akhir pada solusi numerik merupakan jumlah galat
pemotongan dan galat pembulatan.

4
Contoh : cos(0,2) ~ 1— 2°/, + %%/, , ~ 0,9800667

T T

galat pemotongan galat pembulatan

Pada contoh di atas, galat pemotongan timbul karena kita menghampiri cos (0.2)
sampai suku orde empat, sedangkan galat pembulatan timbul karena kita
membulatkan nilai hampiran ke dalam 7 digit bena

Bilangan Titik-Kambang
e Bilangan rill di dalam komputer umumnya disajikan dalam format bilangan
titik-kambang.
e Bilangan titik-kambang a ditulis sebagai
a= t+m X BP = +0.d,d,d3d,dsdg ...d,, X BP
m = mantisa (riil), d;d,d;d,dsd, ... d,, adalah digit mantisa.
B = basis system bilangan yang dipakai (2, 8, 10, 16, dsb)
P = pangkat (berupa bilangan bulat), dari —P,;;, sampai + Py, 4ks

Contoh : 245,7654 — 0,2457654 x 103

Bilangan Titik-Kambang Ternormalisasi

e Syarat : Digit mantis yang pertama tidak boleh 0

a=t+ m XBP = +0,d,d,d3d,dsdg ...d,, X BP

Pada sistem desimal, 1 < d; < 9 dan 0 < d;, < 9, sedangkan pada system biner,
di=1dan0<d;y <1

Contoh 8 :

0,0563 x 1073 - 0,563 x 10™%, 0,00023270 x 10° - 0,23270 x 103

Pembulatan pada Bilangan Titik-Kambang
e Bilangan rill dalam komputer mempunyai rentang nilai yang terbatas.
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¢ Bilangan titik-kambang yang tidak dapat mencocoki satu dari nilai-nilai di
dalam rentang nilai yang tersedia, dibulatkan kedalam salah satu nilai di
dalam rentang.

e Galat yang timbul akibat penghampiran tersebut diacu sebagai galat
pembulat.

e Ada dua teknik pembulatan yang lazim digunakan oleh komputer, yaitu
pemenggalan (chopping) dan pembulatan ke digit terdekat (in-rounding).

Pemenggalan (Chopping)
Misalkan a = +0.d,d,d; ...dp,dp4q ... X 107
flchop(a) = i‘O d1d2d3 ---dn—ldn X 10p

Contoh: m = 0.31459265358 ... x 10°
flenop(m) = 0.3141592 x 10° (6 digit mantis)
Galat = 0.00000065 ...

Pembulatan ke digit terdekat (in-roundling)
Misalkan a = +0,dd,ds ...dydp4q X 10P
flrouna(@) = £0,d,d,d; ...d,, X 107
dn Jjikady,iq <5
d d, +1 Jjikadyiq >5
")d, ,jika d,,; = 5dann genap
d, ,jika dy, 1 = 5 dann ganjil

Contoh :

a = 0,5682785715287 x 107*

- Didalam komputer 7 digit dibulatkan menjadi
flrouna(a) = 0,5682786 x 107*

- Didalam komputer 8 digit dibulatkan menjadi
flrouna(a) = 0,56827857 x 107*

- Didalam komputer 6 digit dibulatkan menjadi
flrouna(a) = 0,568278 x 1074

- Didalam komputer 9 digit dibulatkan menjadi
flrouna(a) = 0,568278572 x 10™*

Arimatika Bilangan Titik-Kambang
e Kasus 1l

Penjumlahan (termasuk pengurangan) bilangan yang sangat kecil ke (atau dari)
bilangan yang lebih besar menyebabkan timbulnya galat pembulatan.
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Contoh

Misalkan digunakan komputer dengan mantis 4 digit (basis 10).
Hitunglah 1.557 + 0.04381 = 0.1557 x 10 + 0.4381 x 1071
Penyelesaian:

0.1557 x 101 = 0.1557 x 101
0.1557 x 1071  =0.004381 x 10! +
= 0.160081 x 10!

inrounding — 0.1601 x 10?
chopping - 0.1600 x 10!

e Galat Pembulatan = |(0.160081 x 10%) — (0.1601 x 10%) |
= 0.000019

e Galat Pemenggalan = | (0.160081 x 10%) — (0.1600 x 10%) |
= 0.000081

o Kasus 2:
Pengurangan dua buah bilangan yang hampir sama besar (nearly equal).

¢ Bila dua bilangan titik — kambang dikurangkan , hasilnya mungkin
mengandung nol pada posisi digit mantis yang paling berarti (posisi digit
paling Kiri).

e Keadaan ini dinamakan Kehilangan angka bena (loss of significance). Baik
pemenggalan maupun pembulatan ke digit terdekat menghasilkan jawaban
yang sama.

Contoh: Kurangi 0.56780 x 10° dengan 0.56430 x 10° (5 angka bena)
Penyelesaian:

0.56780 x 10°

0.56430 x 10°

0.00350 x 10° — normalisasi: 0.350 x 103 (3 angka bena)

in rounding —» 0.350 x 103

in chopping — 0.350 x 103

Hasil yang diperoleh hanya mempunyai 3 angka bena. Jadi kita kehilangan 2 buah
angka bena

Contoh :
Kurangi 3.1415926536 dengan 3.1415957341 (11 angka bena).
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Penyelesaian:
3.1415926536 = 0.31415926536 x 101
3.1415957341 = 0.31415957341 x 10!
—0.30805 x 107° (5 angka bena) —

in rounding —» —0.30805 x 10~°
chopping —» —0.30805 x 107>

Jadi, kita kehilangan 6 angka bena !.

Contoh Diberikan f(x) = x(v/x + 1 — +/x) Hitunglah £(500) dengan
menggunakan 6 angka bena dan pembulatan ke digit terdekat.
Penyelesaian:

£(500) = (¥500 — V500 )

= 500 (22.3830 — 22.3607)

= 500 (0.0223)
= 11.15 (empat angka bena)
(solusi eksaknya adalah 11.174755300747198..)

Hasil yang tidak akurat ini disebabkan adanya operasi pengurangan dua bilangan
yang hampir sama besar, yaitu 22.3830 - 22.3607.

Cara Komputasi yang lebih baik :
fe) =x(Wx+1-+x)

B B Wx+1+ \/x—)
=x(Vx+1 \/E)(x+1+\/x_)
_ X [(\/x + 1)2 — (\/x_)z]
 (Vx+1+ V)
X

Tt P

500) = >00 = 500 = 11.1748
P(500) = e eo5 ~ 22.3830 + 223607 1V
Soal Latihan

Carilah cara yang lebih baik untuk menghitung :

() f(x) = (x —sin(x))/tan(x) untuk x mendekati nol

(i) f(x) = x —{/(x? — a) untuk x yang jauh lebih besar dari a
(iii) f(x) = cos?(x) — sin?(x) untuk x disekitar /4

(iv) f(x) =log(x + 1) — log(x) untuk x yang besar

V) (1+ a)*? —1,|a| < 0.01 sampai enam angka bena

(vi) (a+x)" —a™ untuk x yang kecil

(vii) ((x® = 3x2) +3x) — 1 untuk x = 2.72
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(iX) ,/(1+2cosx)

untuk x = n/4

Kondisi Buruk (111 Conditioned)

e Suatu persoalan dikatakan berkondisi buruk (ill conditioned) bila jawabannya
sangat peka terhadap perubahan kecil data (misalnya perubahan kecil akibat
pembulatan).

o Ciri-ciri: Bila kita mengubah sedikit data, maka jawabannya berubah sangat
besar (drastis).

e Lawan dari berkondisi buruk adalah berkondisi baik (well conditioned).

e Suatu persoalan dikatakan berkondisi balk bila perubahan kecil data hanya
mengakibatkan perubahan kecil pada jawabannya.

Contoh: persoalan menghitung akar persamaan kuadrat ax?+ bx + ¢ = 0 dengan
mengubah nilai ¢

(i) x? —4x +3.999 =0 - x; = 2.032 dan x, = 1.968

(ii) x? — 4x + 4.000 =0 > x; = x, = 2.000

(iii)x? — 4x + 4.001 = 0 - akar akarnya imajiner!

Kesimpulan : Persoalan akar — akar persamaan kuadrat di atas berkondisi buruk

Contoh lain: Persoalan mencari solusi sistem persamaan lanjar
MDx+y=2

x + 0.9999y = 1.9999

- solusi : x =y = 1.0000

(i) x+y=2

x + 0.9999y = 2.0010

- solusi : x =12,y = —-10

(i) x+y=2

x+y=19999

— solusi : tidak ada

iVix+y=2

x+y=2

— solusi : tidak berhingga, yaitu disepanjang garisx +y = 2
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SISTEM PERSAMA AN LINIER (SPL)

Bentuk umum :

A11X] + @12x7 4o @k = B
a71x| + anxz + b @pkp = b3
Bm1 X1 + Ep2X7 + o b X3y = Dy

dimana xi, Xz, . . . ,Xn variabel tak diketahui, aj, bi, i =1, 2,
diketahui.

Ini adalah SPL dengan m persamaan dan n variabel.

Mempunyai penyelesaian

...,m;j=1,2, ..., nbilangan

TUNGGAL

disebut KONSISTEN

SPL

BANYAK

A 4

disebut TIDAK KONSISTEN

Tidak mempunyai penyelesaian

ILUSTRASI GRAFIK

e SPL 2 persamaan 2 variabel:
a1x + by =cy
a2x + bay =3

®* Masing-masing pers berupa garis lurus. Penyelesaiannya adalah titik potong kedua

garis ini.
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—
i

A
W\ |
' !
|
\ i
.| L
A\
A\
Fl\l
\
(a) No solution (5 One solution (¢) Infinitely many solutions
Kedua garis Kedua garis Kedua garis
sejajar berpotongan berhimpitan

PENYAJIAN SPL DALAM MATRIKS

SPL BENTUK MATRIKS
ayxy +aggxg ek @iy = by a1; a1z - aim &1
anxy +anxy 4o+ apxy = by @21 @22 - Az B2

- - Aml Emz v Fmm Pm
AmiX] + @ax) b QX y = by,

STRATEGI MENYELESAIKAN SPL:

mengganti SPL lama menjadi SPL baru yang mempunyai penyelesaian sama
(ekuivalen) tetapi dalam bentuk yang lebih sederhana.

TIGA OPERASI YANG MEMPERTAHANKAN PENYELESAIAN SPL

SPL MATRIKS

1. Mengalikan suatu persamaan 1. Mengalikan suatu baris
dengan konstanta tak nol. dengan konstanta tak nol.

2. Menukar posisi dua 2. Menukar posisi dua baris
persamaan sebarang. sebarang.

3. Menambahkan kelipatan 3. Menambahkan kelipatan suatu
suatu persamaan ke baris ke baris lainnya.
persamaan lainnya.
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Contoh : Ketiga operasi ini disebut OPERASI BARIS ELEMENTER (OBE) SPL
atau bentuk matriksnya diolah menjadi bentuk sederhana sehingga tercapai 1
elemen tak nol pada suatu baris.

DIKETAHUI

kalikan pers (i)
dengan (-2),
kemudian
tambahkan ke
pers (ii).

i+ y+2&=19
2x 44y =3z=1
x4 by=52=10

{1

kalikan pers
(ii)
dengan

(1/2).

kalikan pers (i)
dengan (-3),
kemudian
tambahkan ke
pers (iii).

kalikan pers
(i) dengan
(1/2).

kalikan pers (ii)
dengan (-3),
lalu
tambahkan

ke pers

(iii).

x4

X +y+42z= 9 1 1 9 g kalikan baris (i)
dengan (-2),
2y =lz= =117 0 2 =7 =17 |aw
tambahkanke
by =2= 0] [36 =5 0 |pnim

4+ y+ 2= 9

. 17 11 ?2 1:? Kalikan baris (ii)
y - Ez: - 0 1 -5 =5 dengan (1/2).
3y =11z= =27 .

Ty Em 2 iz st
2_}?- lz= =1 02 =7 =17 tambahkanl'<e
y=1lz= =127 0 3 =11 =27 baris (iii).

y+ 2= 8 11 2 9] Kalikanbaris

y—1lz= —27 03 -1 -g7| deneen(/2)

N Kalikan brs (ii)
S :Z 1: 11 2 9 dengan (-3), lalu
Y—=5Z= =5 01 —% - g tambahkan ke brs
_%z_ _%; - _% _% (iii).



X4y

kalikan pers (iii)
dengan (-2).

kalikan pers (ii)
dengan (-1), lalu
tambahkan

ke pers (i).

kalikan pers (ii)
dengan (-1), lalu
tambahkan ke
pers (i).

kalikan pers (iii)
dengan (-11/2), lalu

tambahkan ke pers (i)

dan kalikan pers (ii)
dg (7/2),

lalu tambahkan

ke pers (ii)

U

2z = 9
I, _17
TFT T
zZ= 3
1. 35
}?2— 5
y-L-_10
z= 3
1. 35
R
7, _1
V=TT
7= 3
¥ =2
=4
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Kalikan brs (iii)
dengan (-2).

kalikanbrs (ii)
dengan (-1), lalu
tambahkan

ke brs (i).

Kalikan brs (ii)
dengan (-1),
lalu tambahkan
ke brs (i).

Kalikan brs (iii)
dengan (-11/2),
lalu tambahkan
ke brs (i)

dan kalikan

brs (ii)

dg (7/2), lalu
tambahkan
kebrs (ii)
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Bentuk echelon-baris

Misalkan SPL disajikan dalam bentuk matriks berikut:

o e R
S o= O
— 0o O
] B =

maka SPL inimempunyai penyelesaianx =1,y =2,z=3.
Matriks ini disebut bentuk echelon-baris tereduksi.
Untuk dapat mencapai bentuk ini maka syaratnya adalah sbb:

1. Jika suatu baris matriks tidak nol semua maka elemen
tak nol pertama adalah 1. Baris ini disebut mempunyai leading 1.

2. Semua baris yang terdiri dari nol semua dikumpulkan di bagian bawah.

3. Leading 1 pada baris lebih atas posisinya lebih kiri daripada leading 1 baris
berikut.

4. Setiap kolom yang memuat leading 1, elemen lain semuanya 0.

Bentuk echelon-baris dan echelon-baris tereduksi
Matriks yang memenuhi kondisi (1), (2), (3) disebut bentuk echelon-baris.
CONTOH bentuk echelon-baris tereduksi:

1 0 0 4 1 00 vl =20l
0 0 013 00

0 1 0 7, 010 . [ ]

00 1 —1 00 1 0 0 0o oo 0o
_DO 00 ﬂ_

CONTOH bentuk echelon-baris:

14 =37 110 01 2 6 0

0 1 6 21, 01 0}, 001 =10

0 0 1 5 0 0 0 00 0 01
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Bentuk umum echelon-baris

==
= O o= X
e
— % ® #

|

1
s RS
e
=N I ]

|

1
]
_ o o o o e

L T e R s
= D = i
= D B o#
= = % O#

& S S D e
OO0 0O #
= ="
S o ¥ B %
=
=
— % W ¥ W
¥ % ¥ % %

O — =

dimana lambang * dapat diisi bilangan real sembarang.

Bentuk umum echelon-baris tereduksi

00 0] (10 0

L= -
= % % #

L e i =
i i
Lo Y |
= O o

0
1 0
01

Lo T s T o T s T
=0 o O o
Lo
Lo B ™
= o = O o
o D D D
L= BE
L= K K

- O O O
¥ ¥ ® *

L [ R e
S e
OO X %
ton I e TS N

dimana lambang * dapat diisi bilangan real sembarang.

METODA GAUSS-JORDAN

Ide pada metoda eliminasi Gauss adalah mengubah matriks ke dalam bentuk
echelon-baris tereduksi.
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CONTOMH: Diberikan SPL berikut.

X1+ %7 —2x3 b 2x5 = 0
271+ bxy—S0x3 —2x4+4x5 =3zg= -1

Sx3 4+ 10x4 b 15x5= 5
2x1 + 6x7 b 8xg+dxs+ 18x5= 6

Bentuk matriks SPL ini adalah:

13 -2 0 2 0 0
26 =5 =24 =3 -1
0 0 5 10 0 15

2 6 0 a 4 18 6

Cara penyelesaian :

- 13-202
-2 02 0 0B1+B29B2 13 -2 02 o 0]5B+B>B 3 © 00
3 /00 -1-20-3-1
-5 m24 -3 o1 gy |00 -1 -20 -3 1
5 Wwo 15 5 oo 5 10 15 5 00 0 00O0O
voEd4 moe 00 4 80 18 6 00 4 8 0186
B4€B4+4B2 I
304200 -3BAB2>B [13 2020 0 B3<_—)B4 13 —2 0200
3 2 2
012000 00 12031 00 12031
00000% 2 > 00 0000% o oo
B,+B 2B, B,€ B3
\I1|3I2 Fdxg +2x5 =10
x3+ 2x4 =10
-1
*6 =3
Akhirnya diperoleh:
X1 = —3x9—4x4—2x5
x3= — 2X4
1
XK@ 3
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Akhirnya, dengan mengambil x2:= 7, x4:= s dan xs5:= # maka diperoleh

penyelesaian:
xp==3r=4s-2t, 1xy=r, x3=-25  X4=s5  x5=1I, }[ﬁ:lg

dimana r, s dan t bilangan real sebarang. Jadi SPL ini mempunyai tak berhingga
banyak penyelesaian.

METODA SUBSTITUSI MUNDUR

Misalkan kita mempunyai SPL dalam matriks berikut:

—t )

3 0 2
0 2 0
0 00
0 00

Lo B R L
[= ) e

1
0
0

0 0

Bentuk ini ekuivalen dengan:

X1+ 3x7 =—2x3 |2x 5 =10
x3 +2xg4 f3xg =1
o=

LANGKAH 1: selesaikan variabel leading, yaitu xs. Diperoleh:
Xy = =—3x7 4 2x3— 2x5
x3=1=2x4— 3x5

1
Iﬁ—g

LANGKAH 2: mulai dari baris paling bawah subtitusi ke atas, diperoleh:

X1= = 3X7 4+ 2x3— 2X5
x3= —2x4
xg=1
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LANJUTAN SUBSTITUSI MUNDUR
LANGKAH 3: subtitusi baris 2 ke dalam baris 1, diperoleh:

X1= —3x7—4x4—2x5
X3 = —2%4

1
x5=§

LANGKAH 4: Karena semua persamaan sudah tersubstitusi maka pekerjaan
substitusi selesai. Akhirnya dengan mengikuti langkah pada metoda Gauss-Jordan
sebelumnya diperoleh:

x=-=3r—4s-2, xy=r, x3=-—25  x4=s5  x5={, xfj:%

Eliminasi Gaussian

Mengubah menjadi bentuk echelon-baris (tidak perlu direduksi), kemudian
menggunakan substitusi mundur.

CONTOH: Selesaikan denganmetoda eliminasi Gaussian

i+ y+L&=14
2x +4y =3z=1
x4 by=52=0

PENYELESAIAN: Diperhatikan bentuk matriks SPL berikut:

11 2 9
2 4 =31
356 =50

Dengan menggunakan OBE diperoleh bentuk echelon-baris berikut:

11 2 9 Xy 2z= ] x=9—y—2=
2 4 -3 1| <& y—Ilr— 1 ) y— -1
36 —5 0 2 2

= = z=273
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ALGORITMA SISTEM PERSAMAAN LINIER (SPL)
¢ Bila diketahui SPL dengan n persamaan dan n variabel, sebagai berikut :
auiXy+ awXe+ ... + awXn = arp+1) - (1)

aziX1+ axXo+ ... + axXn = a2(n+1) .. (2)

aniX1+ @n2X2 + ... + @nnXn = @n(n+1) .- (N)

¢ Maka solusinya dapat diperoleh dengan cara :

Algoritma (pseudo code) IGS - 1
e Langkah ke-1:

Tebak sebarang nilai awal untuk variabel X2, X3, ..., Xn . Namakan nilai awal

tersebut x2°, x3°, ..., xa°.

e [angkah ke-2 :

Substitusikan x2°, xs°, ... , x.° ke SPL (1) untuk memperoleh nilai x; lalu
namakan dengan x;*.

Algoritma (pseudo code) IGS - 2
e Langkah ke-3:

Substitusikan xi, xs%, x4%, ... , x.° ke SPL (2) untuk memperoleh nilai x; lalu
namakan dengan xz*.

e Langkah ke-4 :

Substitusikan xi, x2t, 4%, xs°, ..., xa’ ke SPL (3) untuk memperoleh nilai x3
lalu namakan dengan xs'.

Algoritma (pseudo code) IGS - 3
e Langkah ke-5:

dan seterusnya, sampai diperoleh xit, x2', xst, ..., xna! , selanjutnya

substitusikan ke SPL (n) untuk memperoleh nilai xn lalu namakan dengan xn*.

( Iterasi ke-1 selesai dengan diperolehnya nilai : xi*, x2*, xa, ..., Xnal, Xat.)
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Algoritma (pseudo code) IGS - 4
e |Langkah ke-6 :

Ulangi langkah ke-2 s/d ke-5 (substitusikan xzt!, xs!, ... , xa! ke SPL (1) untuk
memperoleh nilai x; lalu namakan dengan x,?). Sampai nanti diperoleh nilai x:?,
X2?, X3? Xn-12 ) Xn?.

2,A3 ,...,An-1 , An

Algoritma (pseudo code) IGS - 5

e Langkah ke-7 :
Iterasi berakhir pada iterasi ke-k, bila :
| Xjk— Xjk+l | <T

dengan T nilai toleransi kesalahan yang sudah ditetapkan sebelumnya.

Tingkat Konvergensinya
e Algoritma tersebut BELUM TENTU KONVERGEN !!!
e Syarat Konvergensi :

Matriks koefisiennya (A) harus bersifat DIAGONALLY DOMINANT

Matriks Diagonally Dominant

lay| > Zn:aij‘ Vi 3idengan |a;| > zn:aij‘

=g dan =L =i

Contoh Soal 1:
e Diketahui SPL sebagai berikut :
3x1—10x2 =3
X1+ X2 =2
e Carilah nilai x1 dan x2 dengan menggunakan metode iterasi Gauss-Seidel

dengan Toleransinya 0,005 !

Ji dengan  [a;| > Zn:aij‘

IENE
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Jawab Contoh Soal 1: (1)

e Periksa tingkat konvergensinya.
Diperoleh bahwa :
|a11|=3 ; |a12|=10 ; |a21|=1 ; Jazz|= 1

2
lay| > Dla;| untuk i=1
7 > 3210

2
la,| > Dla,;| untuk i=2
5742 > 121

Jawab Contoh Soal 1: (2)

e Jadi SPL tersebut TIDAK DIAGONALLY DOMINANT. Sehingga tidak akan
konvergen bila dipecahkan dengan metode Iterasi Gauss-Seidel.

e Untuk itu, ubah penyajian SPL nya menjadi :
X1+ X2 =2
3X1—10x2 =3

Periksa tingkat konvergensinya !!

Jawab contoh soal 1 : (3)

e Periksa tingkat konvergensinya.

Diperoleh bahwa :

la11]= 1 ; |awz|= 1 ; |az1|= 3 ; |aze|= 10

2
lay| > Dla;| untuk i=1 > 1>1

j=1j#1

2
| 2 Dla,| untuk i=2 > 1023

j=Lj=2

Jawab contoh soal 1 : 4)
e Jadi SPL hasil perubahannya bersifat DIAGONALLY DOMINANT -
konvergen
e Selanjutnya jalankan algoritmanya terhadap SPL : !

X1+ X2 =2 ... (1)
—-10x2 =3 ... (2)
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Jawab contoh soal 1 : 5)

e |terasi ke-1:

1. Tebak nilai awal x2° =0
2. Substitusikan x2° = 0 ke SPL (1) :
X1+X2=22>X1+0=2>x1=2
didapat x,1=2
3. Substitusikan xi* = 2 ke SPL (2) :
3x1—10x2=3 > 3.(2) - 10x2 =3
26-10x2=32>x2=0,3
didapat x.'=0,3
Jawab contoh soal 1 : (6)
e |lterasi ke-2 :
2. Substitusikan x,' = 0,3 ke SPL (1) :

X1+X2=22>Xx1+03=2>x1=1,7
didapat x12=1,7

3. Substitusikan x;>= 1,7 ke SPL (2) :
3x1—10x2 =3 2> 3.(1,7) —10x2 =3

2>51-10x2,=3>x2=0,21
didapat x2%= 0,21

Jawab contoh soal 1 : (7)
e |lterasi ke-3:
2. Substitusikan x,? = 0,21 ke SPL (1) :

X1+X2=22>x1+021=2->x1=1,79
didapat x13= 1,79

3. Substitusikan x12= 1,79 ke SPL (2) :
3x1 — 102 = 3 > 3.(1,79) — 10x2 = 3
-2 5,37-10x2 = 3 2 x2 = 0,237
didapat x*= 0,237

Dan seterusnya...
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Jawab contoh soal 1 : (8)
e |terasi ke-4, ke-5 dst
e Lanjutkan sendiri, sebagai latihan !!
® Ingat, proses iterasi akan berhenti bila kondisi
| xi¥ — xj<*1 | < 0,005
Terpenuhi !
Jawab contoh soal 1 : 9)

e Rangkuman proses iterasinya

1 2,000 0,300
2 1,700 0,210
3 1,790 0,237
4 1,763 0,229
5 1,771 0,231
6 1,769 0,231

ALGORITMA IGS

INPUT A(n,n+1), e, maxit

INPUT x; (nilai awal)
k< 1;big«1

WHILE (k < maxit and big > e) DO

big<« 0
FORi=1TOn
sum<«0
FORj=1TOn
IFj#iTHEN
sum < sum + ajj
NEXT j

temp < (@in+1 — sum) / aii
relerror < abs((xi — temp) / temp)
IF relerror > big THEN
big <« relerror
Xi < temp
NEXT |
ke—k+1
ENDWHILE
IF k > maxit THEN
OUTPUT(“TDK KONVERGEN”")
ELSE OUTPUT (“KONVERGEN”")
ENDIF
OUTPUT(xi)
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SISTEM PERSAMA AN NON-LINIER

Pengantar

Masalah akar persamaan tak linear: Mencari akar persamaan fungsi tak

linear f(x), yaitu mencari solusi X = Xo terhadap persamaan f(x) =0
Berikut Contoh persamaan tak linear:

a). f(x) =4x3—-15x2+17-6

b).j(x) = e*

c) h(x) =sin(x) —2x%2+1

d). k(x) = log?(x) + x

Suatu solusi x = xo terhadap persamaan f(x) = 0 diperlukan dalam banyak
konteks, yang kadang merupakan suatu formulasi langsung dari suatu keadaan
fisik.

Namun demikian, seringkali masalah mencari akar persamaan hanyalah salah
satu tahapan yang harus dilakukan untuk menyelesaikan masalah yang lebih
besar.

Termasuk dalam masalah ini adalah mencari titik potong dua buah kurva f(x)
dan g(x)

Contoh: f(x)=(2x - 6)(x + 1) mempunyai akar persamaan ( pembuat nol fungsi
f(x) ) adalahx =3 danx =-1

Untuk f(x) = ax + b, dengan a dan b konstanta bilangan nyata serta a # 0, maka
pembuat nol fungsi tersebut adalah x = -b/a

Dalam beberapa kasus, bentuk fungsi f(x) cukup kompleks sehingga tidak

memungkinkan penentuan akar persamaan secara langsung.

Contoh: x2 —4sin(x) =0

Salah satu solusi pendekatan bagi masalah tersebut adalah

x =19
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Eksistensi akar persamaan tak linear
(*)Fungsi tanpa akar persamaan
(*)Fungsi dengan satu akar persamaan

(*)Fungsi dengan lebih dari satu akar persamaan

Metode pencarian akar persamaan tak linear

1. Metode tertutup/metode pengapitan akar (bracketing method)
e mencari akar di dalam selang [a, b];
e Selang [a, b] sudah dipastikan berisi minimal satu buahakar,
e karena itu metode jenis ini selalu berhasil menemukan akar.;
e Dengan kata lain, iterasinya selalu konvergen (menuju) ke akar
e karena itu metode tertutup kadang-kadang dinamakan juga metode
konvergen
2. Metode terbuka
e Tidak memerlukan selang [a, b] yang mengandung akar Mencari akar
melalui suatu iterasi yang dimulai dari sebuah tebakan (guest) awal,
e Pada setiap iterasi kita menghitung hampiran akar yang baru.
e Mungkin saja hampiran akar yang baru mendekati akar sejati (konvergen),
atau mungkin juga menjauhinya (divergen).
e Karena itu, metode terbuka tidak selalu berhasil menemukan akar, kadang-

kadang konvergen, kadangkala ia divergen

Metode Bagi Dua (Bisection)

Merupakan metode paling sederhana untuk mencari suatu akar persamaan; dengan
cara menebak nilai awal xa dan xp yang mencakup akar persamaan yang dicari:
fa=1f(xa) dan fy, = f(xv) sedemikian sehingga fafn <=0; jika fafh, =0 maka minimal

satu dari xa dan x» adalah akar persamaan f(x) = 0.
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» Algoritma Metode Bagi Dua

e Lakukan langkah-langkah berikut secara iteratif:

e set X¢ = (Xa+Xb)/2,

e jika fc = f(c) = 0 maka x = X adalah suatu solusi eksak,

e selainnya, bila fa fc <0 maka akar persamaan terletak pada interval (Xa,Xc)
e selainnya, maka akar persamaan terletak pada interval (Xc,Xb).

Dengan mengganti interval (Xa,Xs) dengan salah satu dari (Xa,Xc) atau (Xc,Xo) (Yang
mengandung akar persamaan), kesalahan mencari akar persamaan f(x) = 0 secara

rata-rata adalah setengah dari jarak interval tersebut.

Pengulangan langkah-langkah tersebut dilakukan sampai solusi eksak ditemukan

atau sampai kriteria kekonvergenan tercapai.
Kelebihan :

e sangat sederhana

e selalu konvergen
Kelemahan :

e harus menebak dua titik awal

e kekonvergenan relatif lambat

¢ bila pada selang yang diamati f(x) tidak kontinu atau dalam selang yang diamati
terdapat double roots atau closely spaced roots, metode bagi dua akan

memberikan hasil yang tidak akurat.
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Metode Bagidua (bisection method)

la, b]

bagi duadix=¢

O\

[a, c] [c, b]

e

fla)fic) < 07

ya /\tidak
N ~

selang baru: [a, b]«|a, c] selang baru: [a, b]<[c, b]
v=fx)
|
a o € |
| /. >
i Cy b A
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&
5 —
X Xe
ﬁ I / Xg
S

Contoh 1: Tentukan akar f(x) = e* — 5x2 di dalam selang [0,1] dan & = 0.00001

Penyelesaian:

|
-
|
i

0.500000 0.750000 1.000000 0.398721
0.500000 0.625000 0.750000 0.398721
0.500000 0.562500 0.625000 0.398721
0.562500 0.593750 0.625000 0.173023
0.593750 0.609375 0.625000 0.048071
0.593750 0.601563 0.609375 0.048071
0.601563 0.605469 0.609375 0.015581
0.601563 0.603516 0.605469 0.015581
0.603516 0.604492 0.605469 0.007380
10 0.604492 0.604980 0.605469 0.003268
11 0.604980 0.605225 0.605469 0.001210
12 0.605225 0.605347 0.605469 0.000179
13 0.605225 0.605286 0.605347 0.000179
14 0.605225 0.605255 0.605286 0.000179
15 0.605255 0.605270 0.605286 0.000051

TR IR S I O SR

16 0.605255 0.605263 0.605270 0.000051

0.000000 0.500000 1.000000 1.000000

0.173023
0.048071

-0.017408

0.015581

-0.000851

0.007380
0.003268
0.001210
0.000179

-0.000336
-0.000078

0.000051

-0.000014
0.000018

Jadi, hampiran akarnya adalah x= 0.605263
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fic)
0.308721
-0.695500
-0.084879

f(b) Selangbaru  Lebarnya

-2.281718

-2.281718
-0.695500

-0.084879
-0.084879

-0.084879

-0.017408

-0.017408

-0.000851
-0.000851
-0.000851
-0.000851

-0.000851
-0.000336

-0.000078

-0.000078

-0.000014

[c, b]
[a, c]
[a, c]
[c, b]
[c. b]
[a, c]
[c. b]
[a, c]
[c, b]
[c. b]
[c, D]
[c. b]
[a c]
[a, c]
[c, b]
[a c]

[c. b]

0.500000
0.250000
0.125000
0.062500
0.031250
0.015625
0.007813
0.003906
0.001953
0.000977
0.000488
0.000244
0.000122
0.000061
0.000031
0.000015
0.000008
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f(x) = x3—3x+ 1pada [0,1]

n Cn F(cn) error

0 0.5 -0.375 0.5

1 0.25 0.266 0.25

2 0.375 -7.23 x 102 0.125

3 0.3125 9.30 x 10 6.25 x 1072
4 0.34375 9.37x 103 3.125 x 102
19 0.3472967 -9.54 x 10”7 9.54 x 10”7
20 0.3472962 3.58 x 10”7 4,77 x 10”7

Metode Posisi Salah (Regula Falsi)

e Mirip dengan metode bagi dua, yang memerlukan pendugaan interval
untuk memulai proses iterasi.

e Caranya tidak dengan membagi dua interval tersebut, melainkan membuat
suatu interpolasi linear yang digunakan untuk mendapatkan suatu titik
baru yang diharapkan cukup dekat dengan akar persamaan yang dicari.

e Interpretasi secara grafis spt pada gambar berikut :

]

Jb

Xp

Ja
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Xp — X Xb~ Xa
° Andaikanxc=xa_fl;_fzfa=xb_ Z_f:f -
Xafa= Xp/b
fp—fa
maka

e Jika f, = f(x.) = 0 makax = x, adalah suatu solusi eksak,
e Selainnya, bila f,f. < 0 maka akar persamaan terletak pada interval
(X31XC)1

e Selainnya, maka akar persamaan terletak pada interval (X¢,Xb).

Contoh: menghitung akar f(x) = e* - 5x? di dalam selang [0, 1
dan € = 0.00001.

r a c b fial fic) flb)  Selang baru Lebarnya
0 0.000000 0.304718 1.000000 1.000000 0.B91976 -2281718 |[c,b] 0.695282
1 0.304718 0.500129 1.000000 0.891976 0.398287 -2.281718  [c,b] 0.499871
2 0500128 0574417 1.000000 0.398287 0.128319 -2281718  |[c,b 0.425583
3 0574417 0.596742 1.000000 0.126319 0.035686 -2.281718  [c.b] 0.403258
4 0596742 0.602852 1.000000 O0.035686 0.008750 -2281718 |[c,b 0.397048
5 0.602952 0.604841 1.000000 0.009750 0.002639 -2.281718 [c,b] 0.395359
& 0.604641 0.605098 1.000000 0.002639 0.000713 -2.281718  [c.b] 0.394902
7 0.605098 0.605222 1.000000 0.000713 0.000192 -2.281718 |[c,b] 0.394778
8 0.e05222 0.605255 1.000000 0.000192 0.000052 -2.281718  [c.b] 0.394745
9 0605255 0.605264 1.000000 0.000052 0.000014 -2.281718 [c,b] 0.394736
10 0805264 0.605266 1.000000 0.000014 0.000004 -2281718  [c,b] 0.394734
11 0605266 0.605267 1.000000 O0.000004 0.000001 -2281718  [c,b] 0.394733
12 0.605267 0.605267 1.000000 0.000001 0.000000 -2281718  |[c,b] 0.394733
13 0.605267 0.605267 1.000000 0.000000 0.000000 -2.281718 |[c.b] 0.394733
14 0.605267 0.605267 1.000000 0.000000 0.000000 -2281718 |[c,b] 0.394733
15 0.605267 0.605267 1.000000 0.000000 0.000000 -2.281718 |[c,b] 0.394733
16 0805267 0.605267 1.000000 O0.000000 0.000000 -2281718  |[c,b] 0.324733
17 0.605267 0605267 1.000000 0.000000 0.000000 -2281718  |[c,b] 0.3%4733
18 0.605267 0.605267 1.000000 0.000000 0.000000 -2.281718 |[c,b] 0.324733
19 0.605267 0605267 1.000000 0.000000 O0.000000 -2281718  |[c,b] 0.3%4733
20 0.605267 0.605267 1.000000 0.000000 0.000000 -2.281718 [c,b] 0.3%4733
21 0605287 0605267 1.000000 0.000000 -0.000000 -2.281718 [ac 0.000000

Metode Newton-Raphson

Metode Newton sering konvergen dengan cepat, terutama bila iterasi dimulai
“cukup dekat” dengan akar yang diinginkan. Namun bila iterasi dimulai jauh dari
akar yang dicari, metode ini dapat meleset tanpa peringatan. Implementasi metode

ini biasanya mendeteksi dan mengatasi kegagalan konvergensi.
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Diketahui fungsi f(x) dan turunannya f ‘(x), kita memulai dengan tebakan

pertama, x 0 . Hampiran yang lebih baik x 1 adalah

e = x f (o)
LT (o)

: >
/K / Xn+1 Xn
ilustrasi salah satu iterasi metode Newton (fungsi f ditunjukkan dengan warna

biru dan garis singgung dalam warna merah). Kita melihat bahwa xn+1 adalah

hampiran yang lebih baik daripada x» untuk akar x dari fungsi f.

Contoh: Hitung salah satu akar dari persamaan f(x) = x3 + x2 — 3x — 3 = 0, dengan
metode Newton-Raphon

Penyelesaian:

Turunan pertama dari persamaan tersebut adalah:  f ¢(x) = 3x2 + 2x — 3,

Pada awal hitungan ditentukan nilai x; sembarang, misalnya x1 = 1, maka:
f(x1=1) = (1) + (1)2—-3(1) - 3=—4.
fe(x1=1)=3(1)2+2(1)-3=2.

e Langkah berikutnya nilai x2 = 3, tersebut digunakan untuk hitungan pada
iterasi berikutnya.

f(x2=3)=(3)°+ (3)2— 3(3) - 3=24.

f¢(x2 = 3) = 3(3)2 + 2(3) - 3 = 30.
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Langkah berikutnya nilai x3 = 2,2 tersebut digunakan untuk hitungan pada

iterasi berikutnya.
f(x3=2,2)=(2,2)*+ (2,2)2- 3(2,2) - 3 =5,888.
f¢(x3=2,2) =3(2,2)2 + 2(2,2) — 3=15,92.

Langkah berikutnya nilai x4 = 1,83015 tersebut digunakan untuk hitungan

pada iterasi berikutnya.
f(x4 = 1,83015) = (1,83015)% + (1,83015)? — 3(1,83015) — 3 = 0,9809.
f¢( x4 =1,83015) = 3(1,83015)2 + 2(1,83015) — 3 = 10,709

Langkah berikutnya nilai x5 = 1,73780 tersebut digunakan untuk hitungan

pada iterasi berikutnya.
f(x5 = 1,73780) = (1,73780)3 + (1,73780)2 — 3(1,73780) — 3 = 0,05457.
f¢( x5 =1,73780) = 3(1,73780)2 + 2(1,73780) — 3 = 9.536.

Langkah berikutnya nilai x6 = 1,73207 tersebut digunakan untuk hitungan

pada iterasi berikutnya.
f(x6 = 1,73207) = (1,73207)3 + (1,73207)2 — 3(1,73207) — 3 = 0,00021.
f¢(x6 =1,73207) = 3(1,73207)2 + 2(1,73207) — 3 = 9.465.

Langkah berikutnya nilai x7 = 1,73205 tersebut digunakan untuk hitungan

pada iterasi berikutnya.
f(x7 = 1,73205) = (1,73205)3 + (1,73205)2 — 3(1,73205) — 3 = 0,00000.
f¢( x7 = 1,73205) = 3(1,73205)? + 2(1,73205) — 3 = 9.465.

Hasil hitungan metode Newton-Raphson

I Xi Xi+1 T (xi) f(xi+1)
1 1.00000 | 3.00000 | —4.0000 | 24.00000
2 3.00000 | 2.20000 | 24.0000 5.88800
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3 2.20000 | 1.83015 | 5.88800 0.98900

4 1.83015 | 1.73780 | 0.98900 0.05457

5 1.73780 | 1.73207 | 0.05457 0.00021

6 1.73207 | 1.73205 | 0.00021 0.00000

Metode secant

Metode secant merupakan perbaikan dari metode regula-falsi dan newton raphson
dimana kemiringan dua titik dinyatakan sacara diskrit, dengan mengambil bentuk

garis lurus yang melalui satu titik.

Tujuan dan Fungsi

Tujuan metode secant adalah untuk menyelesaikan masalah yang terdapat pada
metode Newton-Raphson yang terkadang sulit mendapatkan turunan pertama
yaitu f ’(x).

Fungsi metode secant adalah untuk menaksirkan akar dengan menggunakan

diferensi daripada turunan untuk memperkirakan kemiringan/slope.
Algoritma Metode Secant

1. Definisikan fungsi F(x)

2. Definisikan torelansi error (e) dan iterasi maksimum (n)
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3. Masukkan dua nilai pendekatan awal yang di antaranya terdapat akar yaitu Xo
dan x1,sebaiknya gunakan metode tabel atau grafis untuk menjamin titik
pendakatannya adalah titik pendekatan yang konvergensinya pada akar
persamaan yang diharapkan.

4. Hitung F(xo) dan F(x1) sebagai yo dan y:

5. Untuk iterasi | =1 s/d n atau |F(xn)|

Xnt+1=xp —Yn(n — %0 = 1/yn—yn—1)
6. Akar persamaan adalah nilai x yang terakhir.

Metoda ini juga dapat dipahami dengan menggunakan bantuan model segitiga
dalam penyelesainnya seperti berikut, dengan X0 dan X1 merupakan batas yang

dijadikan acuan awal untuk mencari nilai X yang sebenarnya :

X2 e o X1

X0 s

A

Misalkan dengan menggunakan gambar ilustrasi di atas kita dapat mengambil
persamaan dari sifat segitiga sebangun sebagai berikut :

BD _CD
BA CE

dimana :

BD = f(x1)

BA = X1-Xo

58



Modul Pembelajaran Elearning: Metode Numerik,

CD = f(x1)
CE=x1-x2
Dan jika dirubah, rumusnya akan menjadi :

fl) = fxo) _ fx) =0

xl_xO xl_xZ
1 — Xo

Jadix, =5~ {6 eSS

— Xn-1 1

o = = fln) S

Dari rumus di atas bisa kita lihat bahwa yang dicari adalah x, + 1, (x,,_1) ini
merupakan nilai X yang dicari sebagai pendekatan terhadap nilai X yang
sebenarnya seperti untuk nilai x, kemudian x5 pada gambar dibawah, semakin lama

nilai x,, + 1 akan mendekati titik X yang sebenarnya.

A “I’
/ Ilal X yang
/7’4[) akan dicari
X3 |l e PR dengan
X2 ‘,f 1 /, X1 menggunakan
XC o /; rumus
- ‘ f C R
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Jika perhitungan di atas terus dilakukan maka pada akhirnya akan di dapat nilai X
yang paling mendekati dengan jumlah eror dan iterasi yang bisa kita tentukan sesuai
dengan flowchart algoritma di bawah.

([ muwn )

Y

DEFINISIKAN FUNGSI

Y

/ X0, X1,TOL,ITER_MAX /
/

T Y
ITER= O

>
>

Y
ITER = ITER +1

Y

XB = X1 — ((F(X1)*(X1-X0)/F(X1)-f(X0))

X
roac o | \ w / Tuus — ~
XB-X0l<TOL ™/ HASILXB, /J—m>( SELESAI )
\TER > [TER_MAX,.~ F(x) / Nt

Contoh:

Hitung akar persamaan dari : f(x) = x3 + xo— 3x -3 dimana x1=1danx2=2?
Jawab :
fl)=-4
f(2)=3
Iterasi | :
X3 = X2 — (f(x2) (x2 —x1) / f(x2) — f(x1))
=2-3(2-1)/3-(-4)
=1,57142

F(1.57142) = -1.36449
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Iterasi 2 :
X3 — (f(x3) (X3-x2) / f(x3) — f(x2))

Xa

1.57142 - (—1,36449) (1.57142 - 2)

-1.36449 - 3
= 1,70540

F (1.70540) = -0.24774

Iterasi 3 :

Xs = X4 — (f(Xa)(Xa-X3) / f(Xa) — f(X3))
_ 1.70540 - (—0.24774) (1.71 - 1.57)
- (—0.24774)—(—1.36449)

=1.73514
F (1.73514) = 0.02925
Iterasi 4 :
Xe = Xs5— (f(Xs)(Xs— Xa) / f(x5) — f(x4))

173514 -0.02925 (1.73514 - 1.70540)
B 0.02925 - (—0.24774)

=1.73200
F (1.73200) = -0.00051
Iterasi 5 :
X7 = X6 — (f(xe) (X6 — Xs) / f(Xe) — T(X5))

_1.73200 - (—0.00051)(1.73200 - 1.73514)
- -0.00051 - 0.02925

=1.073205
F (1.073205) =0
maka akarnya adalah 1.073205

Modul Pembelajaran Elearning: Metode Numerik,

n Xn f (Xn) Xn — Xn-1 f(xn) — f(Xn-1)
1 1 -4 — —

2 2 3 1 7

3 1,57142 -1,36449 -0,42858 -4,36449
4 1,70540 -0,24774 0,13398 1,11675

5 1,73514 0,02925 0,02974 0,27699

6 1,73200 -0,00051 -0,00314 -0,02976
7 1,073205 0 — —
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Iterasi dapat dihentikan pada iterasi ke-7
Karena nilai f(x7) = 0, sehingga ditemukan salah satu akarnya = 1,073205

Iterasi titik tetap (fixed-point)

Metode Iterasi Titik tetap kadang-kadang dinamakan metode iterasi sederhana atau
metode langsung atau metode substitusi beruntun. Kesederhanaan metode ini
karena pembentukan prosedur iterasinya yang mudah dibentuk, yaitu kita ubah
persamaan f (x) = 0 menjadi bentuk x = g(x), kemudian dibentuk menjadi prosedur

iterasi,

11—

lar 1

0o 0.5 1.0 1.5 2.0

XnE g(xXn_1),n=12,..

Metode iterasi titik tetap termasuk metode terbuka. Artinya dalam menghampiri
akar, metode ini tidak memerlukan selang tertutup seperti metode bagi dua dan
metode posisi palsu. Kita dapat mentransformasikan fungsi f(x) = 0 dalam bentuk x
= g(x). Prosedur iterasi yang berpadanan adalah xn+1 = g(xn) dengan fungsi g seperti

yang diperoleh dalam bentuk x = g(x). Suatu selesaian dalam bentuk tersebut
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disebut suatu titik tetap dari g. Untuk suatu persamaan f(x) = 0 yang diberikan
mungkin berpadanan dengan beberapa persamaan x = ¢(x) akan tetapi bisa
menghasilkan kekonvergenan barisan Xo, X1, X2, X3, ... yang mungkin berbeda,

tergantung dari pemilihan Xo.

Contoh :

Tentukan salah satu akar 473 — 1572 + 17r — 6 = 0 dari menggunakan Metode

Secant sampai 9 iterasi.
Penyelesaian :
f(x)=4r3—-15r2+17r — 6
iterasi 1:

ambil x, = —1 dan x, = 3 (hgambil titik awal ini sebarang saja, tidak ada syarat

apapun)

iterasi 2 :

ambil x; =3 dan x, = 1.8

iterasi 3 :

ambil x, = 1.8 dan x5 = 1.84319
iterasi 4 :

ambil x; = 1.84319 dan x, = 2.10932
iterasi 5 :

ambil x, = 2.10932 dan x5 = 1.96752
iterasi 6 :

ambil x5 = 1.96752 dan x; = 1.99423
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iterasi 7 :

ambil xg = 1.99423 dan x, = 2.00036
iterasi 8 :

ambil x;, = 2.00036 dan xg = 1.999996
iterasi 9 :

ambil xg = 1.999996 dan xo = 2.00000

Xn—1 | xn Xnpr | fOn-1) | fl) | f (i)
-1 3 18 -42 18 -0.672

3 1.8 1.84319 | 18 -0.672 | -0.57817
1.8 1.84319 | 2.10932 | -0.672 | -0.57817 | 0.65939

1.84319 | 2.10932 | 1.96752 | -0.57817 | 0.65939 | -0.15303
2.10932 | 1.96752 | 1.99423 | 0.65939 | -0.15303 | -0.02854
1.96752 | 1.99423 | 2.00036 | -0.15303 | -0.02854 | 0.00178
1.99423 | 2.00036 | 2.00000 | -0.02854 | 0.00178 | -0.00002
2.00036 | 2.00000 | 2.00000 | 0.00178 | -0.00002 | 0.00000
2.00000 | 2.00000 | 2.00000 | -0.00002 | 0.00000 | 0.00000

© 00 N o o B~ w N S

Jadi salah satu akar dari 43 — 1572 + 17, — 6 = 0 adalah 2
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INTERPOLASI

Sebuah pengukuran fisika telah dilakukan untuk menentukan hubungan antara
tegangan yang diberikan kepada baja tahan-karat dan waktu yang diperlukan hingga
baja tersebut patah. Delapan nilai tegangan yang berbeda dicobakan, dan data yang
dihasilkan adalah:

Tegangan yang diterapkan, x, 5 10 |15 |20 |25 |30 |35 |40
kg/mm?

Waktu patah, y, jam 40 |30 |25 |40 |18 |20 |22 |15

Persoalan: Berapa waktu patah y jika tegangan x yang diberikan kepada baja adalah

12kg/mm?.
Solusinya dicari dengan metode pencocokan kurva (curve fitting).
Yaitu mencari fungsi yang mencocokkan (fit) titik-titik data di dalam table-

Pencocokkan kurva adalah sebuah metode yang mencocokkan titik data
dengan sebuah kurva (curve fitting) fungsi.
Pencocokkan kurva dibedakan atas dua metode:

1. Regresi

Data hasil pengukuran umumnya mengandung derau (noise) atau
galat yang cukup berarti.

Karena data ini tidak diteliti, maka kurva yang mencocokkan titik data
itu tidak perlu melalui semua titik.

Kurva tersebut cukup hanya mewakili kecenderungan (trend) titik
data, yakni kurva mengikuti pola titik sebagai suatu kelompok.
Interpolasi

Bila data diketahui mempunyai ketelitian yang sangat tinggi, maka
kurva cocokannya dibuat melalui setiap titik.

Kita katakan di sini bahwa kita menginterpolasi titik-titik data
dengan sebuah fungsi.

Bila fungsi cocokan yang digunakan berbentuk polinom, polinom
tersebut dinamakan polinom interpolasi.

Perkerjaan menginterpolasi titik data dengan sebuah polinom disebut
interpolasi (dengan) polinom.
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-

(a) Regresi {b) Interpolasi

Interpolasi vs Aproksimasi
e Fungsi interpolasi akan memfit titik-titik data secara tepat. Oleh karena itu,
data tidak boleh mengandung kesalahan. Hanya digunakan untuk suatu
range data
¢ Bila data mengandung kesalahan, maka metode aproksimasi lebih sesuai.
Biasanya digunakan untuk sembarang range data.
Sebagai contoh : Least Square Method

Interpolasi Polinom
Persoalan:
e Diberikan n + 1 buah titik berbeda, (xq, ¥o), (%1, ¥1), - » (cn, Vi)-
e Tentukan polinom p,,(x) yang menginterpolasi (melewati) semua titik-
titik tersebut sedemikian rupa sehingga
yi = po(x) untuki =0,1,2,...,n
e Nilai y; dapat berasal dari fungsi f(x) sedemikian sehingga
yi = f(x)
e p,(x) disebut fungsi hampiran terhadap f(x).
e Setelah polinom interpolasi p,, (x) ditemukan, p,,(x) dapat digunakan
untuk menghitung perkiraan nilai y di x = a, yaitu y = p,(a).
e Bergantung pada letaknya, nilai x = a mungkin terletak di dalam rentang
titik-titik data (x, < a < x,,) atau di luar rentang titik-titik data (a <
Xo atau a > x,):
1) Jika (xo < a < x,,) maka y, = p(x;) disebut nilai interpolasi
(interpolated value)
2) Jika xy < x atau xy < x,, maka y, = p(x;) disebut nilai
ekstrapolasi (extrapolated value).
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Contoh soal:

Contoh Soal 1: Diketahui pada sebuah garis lurus yang melewati koordinat titik
A (3,4) dan koordinat titik B (15,10) pada suatu sistem koordinat X dan Y. Garis
AB berpotongan dengan garis vertikal dengan persamaan X = 9 di titik C.
Tentukanlah koordinat titik C.

Jawaban :
X1=3
Y1l=4
X2=15
Y2=10
X=9
B (15,10)
/ (X - X1) |
Y=?.--7C(1O,Y) Y=YI+W(Y2—Y1)
A(3.4) v=4+&%(1o-4)
X=10 Y=7
X1=3
Y1=4 Jadi koordinat C adalah (10,7)
X2=15
Y2=9

Contoh Soal 2

Soal: Pada data percobaan pemanasan sampel bahan diketahui bahwa setelah
pemanasan 5 menit suhu bahan 42 derajat Celsius dan setelah pemanasan 10
menit suhu bahan menjadi 48 derajat Celsius. Perkirakan suhu benda setelah
pemanasan 7 menit dengan interpolasi linear!

Jawab:

X1 =5 menit

Y1 =42 derajat celsius

X2 =10 menit

Y2 = 48 derajat celsius
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X =7 menit

(X —X1)
+ (X2 — X1)

_ (7-5)
Y=42+0 "5

Y=¥Y1 (Y2 -v1)

(48 — 42)

Y=44.,4

Jadi suhu bahan 44 4 derajat celsius

v 4
(x, . y,)

(x5,¥) (a, p.(a)) la, p,.(a))

.

(x5 5 ¥)

Y=a xX=a X

\ v
menginterpolasi mengekstrapolasi

Kita dapat menginterpolasi titik data dengan: polinom lanjar, polinom kuadratik,
polinom kubik, atau polinom dari jumlah titik data yang tersedia.
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1. Interpolasi Lanjar

¢ Interpolasi lanjar adalah interpolasi dua buah titik dengan sebuah garis lurus.

e Misal diberikan dua buah titik, (Xo,yo) dan (xs1,y1). Polinom yang
menginterpolasi kedua titik itu adalah

p1(x) = ag +a;x

Yo = Qo t A1Xp

A
¥
LETTRY yl - ao + a1x1
_ Y17 Yo an =
1 — x1—Xo 0
X1Yo[~X0YV1
X=X
(g ¥
(X) — X1Yo~X0V1 (Y1—Y0)x
- X1—Xo (x1—x0)

L}
Bila disederhanakan akan lebih lanjut:

(Y1 Yo)
pl(x) (x )( - )

Contoh:

Perkirakan jumlah penduduk Amerika Serikat pada tahun 1968 berdasarkan data
tabulasi berikut [KRE88]:

Tahun | 1960 1970
Jumlah penduduk (juta) 179.3 203.2

Penyelesaian:

Dengan menggunakan persamaan interpolasi lanjar diperoleh

(1968) — 1703 4 2032 =1793)(1968 —1960)
P1 = 1970 — 1960 - e

Jadi, taksiran jumlah penduduk AS pada tahun 1968 adalah 198.4 juta.

Contoh: Dari data In(9.0) = 2.1972, In(9.5) = 2.2513, tentukan In(9.2) dengan
interpolasi lanjar sampai 5 angka bena. Bandingkan dengan sejati In(9.2) = 2.2192.

(2.2513 — 2.1972)(9.2 — 9.0)
p1(9.2) =2.1972 + 5590 = 2.2188
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Galat =2.2192 — 2.2188 = 0.0004. Disini interpolasi lanjar tidak cukup
memperoleh sampai 5 angka bena. la hanya benar sampai 3 angka bena.

2. Interpolasi Kuadratik

Misal diberikan tiga buah titik data, (Xo,Yo), (X1,y1), dan (X2,y2).

Polinom yang menginterpolasi ketiga buah titik itu adalah polinom kuadrat
yang berbentuk:

po(x) = ay + a;x + a,x?

Bila digambar, kurva polinom kuadrat berbentuk parabola

A

¥

1:':Il- -.|I.I|:l

g

e Polinom p2(x) ditentukan dengan cara berikut:

1) Sulihkan (xi,yi) ke dalam persamaan (P.5.8), i = 0, 1, 2. Dari sini diperoleh
tiga buah persamaan dengan tiga buah parameter yang tidak diketahui, yaitu
ao, a1, dan az:

ap + a,xg + ax® = yo
ap + a;x; + azx.2 =y,
ap + a,x, + ax,2 =y,

2) Hitung ao, a1, dan a» dari sistem persamaan tersebut dengan metode
eliminasi Gauss.

Contoh: Diberikan titik In(8.0) = 2.0794, In(9.0) = 2.1972, dan In(9.5) = 2.2513.
Tentukan nilai In(9.2) dengan interpolasi kuadratik.

Penyelesaian:
Sistem persamaan lanjar yang terbentuk adalah

ay + 8.0a; + 64.00a, = 2.0794
ay + 9.0a, +81.00a, = 2.1972
ay + 9.5a1 + 9025a2 = 22513
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Penyelesaian sistem persamaan dengan metode eliminasi Gauss menghasilkan ap =
0.6762, a1 = 0.2266, dan a2 = -0.0064. Polinom kuadratnya adalah

p2(x) = 0.6762 + 0.2266x — 0.0064x>

sehingga
p,(9.2) = 2.2192

yang sama dengan nilai sejatinya (5 angka bena).

3. Interpolasi Kubik

e Misal diberikan empat buah titik data, (x¢yo), (x1y1), (x2¥2), dan (x3y3)
¢ Polinim yang menginterpolasi keempat buah titik itu adalah polinom kubik
yang berbentuk:

(p3(x) = ay + a;x + a,x? + azx3

¥ A (x,¥)

e Polinom p5(x) ditentukan dengan cara berikut:
1) Sulihkan (x; y;) ke dalam perasamaan (P.5.9), i=0,1,2,3. Dari sini
diperoleh empat buah buah persamaan dengan empat buah
parameter yang tidak diketahui, yaitu ay, a;, dan as:

ag + a,x0 + ayx0% + azxg® =y,
ag + a;x; + azx;® + azx 3 =y,
Qg + a1X; + Ax,% + azx,® =y,
Ay + a;x3 + ayx3% + azx33 = y;

2) Hitung a,, a;, dan a5 dari sistem persamaan tersebut dengant
metode eliminasi Gauss
e Dengan cara yang sama kita dapat membuat polinom interpolasi berderajat
n untuk n yang lebih tinggi:
Pn(X) = ag + apx + ayx,+... +a,x™
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Asalkan tersedia (n+1) buabh titik data.

Dengan menyulihkan ((x;, y;) kedalam persamaan polinom di atas
y+p, (x) untuk i=0,1,2,..,n, akan diperoleh n buah sistem persamaan lanjar
dalam ag, as, a,, ..., ay,

ag + a1xg + azxe? + - + ayxg
g+ a1x; + ax 2+t apxd =y
Ag + a1X, + ax2 + -+ apgxyd =y

y

3
0
3
1
3
2
Ag + AnXo + Axp% + 4 apx, =y,
Solusi sistem persamaan lanjar ini diperoleh dengan menggunakan metode
eliminasi Gauss yang sudan anda pelajari
Secara umum, penentuan polinom interpolasi dengan cara yang diuraikan
di atas kurang disukai, karena sistem persamaan lanjar yang diperoleh ada

kemungkinan berkondisi buruk, terutama untuk derajat polinom yang
semakin tinggi.

Metode polinom interpolasi yang banyak digunakan dalamkomputasi
numerik adalah:

1. Polinom Lagrange
2. Polinom Newton
3. Polinom Newton-Gregory (kasus khusus dari polinom Newton)

Polinom Lagrange

Tinjau kembali polinom lanjar:

. V1 —¥2)
p1(x) = yo + m(x — Xo)

Persamaan ini dapat diatur kembali sedemikian rupa sehingga menjadi

=y ETH) )
! O(xo—x1) 1(951—350)

Atau dapat dinyatakan dalam bentuk

p1(x) = agLo(x) + a;L;(x)

Yang dalam hal ini

ag = Yo,Lo(x) %

Dan
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(x — %)
=y, Ly (x) ——%
a; = y1,L1(x) (%1 — %o)
Bentuk umum polinom Lagrange derajat < n untuk (n+1) titik berbeda adalah

n

PO = ) auly(x) = aoLo(x) + gLy (+... +anLn ()
i=0

Yang dalam hal ini

a=y;,i=012,..,n

dan
Li(x) = n (x —x;) _ (x —x0)(x — x1) o (x — X)) (x — Xj41) o (x — X)
S L Gamx) G = x0) G = ) e Grr = Xim) O = i) e (3 — )
j=1
Contoh

Dari fungsi y = f(x), diberikan tiga buah titik data dalam bentuk tabel:

1 4 6
1.57 1.5727 157
09 51

Tentukan f(3.5) dengan polinom Lagrange derajat 2. Gunakan lima angka bena.
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Penyelesaian:
Polinom derajat 2 [J n = 2 (perlu tiga buabh titik)

p2(x) = Lo(x)yo + L1(x)y1 + L (x)y

(x—4)(x—-6) (3.5—-4)(3.5—-16)
L) =a—pa—e LB = —a—Ha-s
— 0.083333

Li(x) = =D (x=6) - L,(35) = B5-1)B5-6) _ 1.0471

(4-1)(4-6) (4-1)(4-6)
=D -4 _ B5-1D)@B5-4)
e GV (= v LG = e
= ~0.12500

Jadi, p,(3,5) = (0.083333)(1.5709) + (1.0417)(1.5727) +
(—0.12500)(1.5751)

= 1.5723

Polinom Newton

Polinom Lagrange kurang disukai dalam praktek karena alasan berikut :

1. Jumlah komputasi yang dibutuhkan untuk satu kali interpolasi adalah
besar. Interpolasi untuk nilai x yang lain memerlukan jumlah komputasi
yang sama karena tidak ada bagian komputasi sebelumnya yang dapat
digunakan.

2. Bila jumlah titik data meningkat atau menurun, hasil komputasi
sebelumnya tidak dapat digunakan. Hal ini disebakan oleh tidak adanya
hubungan antara pn-1(x) dan pa(X) pada polinom Lagrange.

Polinom Newton dibuat untuk mengatasi kelemahan ini. Dengan polinom
Newton, polinom yang dibentuk sebelumnya dapat dipakai untuk membuat
polinom derajat yang makin tinggi.
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e Alternatif : polinom Newton

¢ Polinom Newton dinyatakan dalam hubungan rekursif sebagai berikut:
(i) rekurens : p,,(x) = pp_1(x) + a,(x — x9)(x — x1) ... (x — Xp—1)

(i) basis : py(x) = a,

¢ Jadi, tahapan pembentukan polinom Newton adalah sebagai berikut :
p1(x) = po(x) + as(x — xo)
=ag+ a(x — xp)
p2(x) = p(x) + ax(x — x)(x — x1)
=ag + ay(x — x0) + az(x — x0)(x — x1)

p3(x) = p(x) + az(x —x0)(x — x1) (x — x3)
=ag+ a; (x —xp) + ax(x —xp)(x —x1) + az(x — xp)(x —x)(x — x2)

Pn(x) = Ppo1(x) = ay(x —x0)(x — x9) .. (x — xp—1)
= ap+ a; (x —xp) + ax(x —x0)(x — x1) + az(x — x0) (x — x1)(x — x)
+ta,(x —x0)(x —xq) oo (X — x5—1)

Dengan demikian polinom Newton dapat ditulis dalam hubungan rekursif
sebagai:

i. Rekurens:
Pn(x) = Pp_q(x) + (x — x0) (x — x1) oo. (X — X 1) f [X, Xp—1, v, X1, X0]
ii. Basis:

po(x) = f(x0)

Atau dalam polinom yang lengkap sebagai berikut:

pn(x) = f(xo) + (x — x0) f[x1, x0] + (x — x0) (x — x1) f[x2, %1, X0 ]
+ (.X' - XO)(X - xl) (x - xn—l)f[xni Xn—1, ) X1, xO]

Karena tetapan ay, a4, a, ... a,merupakan nilai selisih-terbagi, maka polinom
Newton dinamakan juga polinom interpolasi selisih-terbagi Newton. Nilai
selisih terbagi ini dapat dihitung dengan menggunakan tabel yang disebut tabel
selisih-terbagi,misalnya tabel selisih-terbagi untuk empat buah titik (n = 3)
berikut:
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i X; Vi=f(x1) ST-1 ST-2 ST-3
0 X0 f(xo) flxnxz] | flxz, x1,%0] | flxs, x2, %1, 0]
1 X1 f(x1) flxz, %] | flxs, x2,x1]

2 X2 f(x2) flxs, %]

3 X3 f(x3)

Sekali tabel selisih-terbagi dibentuk, polinom interpolasi yang melewati
sekumpulan titik (xiy;) berbeda (misalnya untuk i =0, 1, 2 atau i = 1, 2, 3) dapat
ditulis dengan mudah. Bila bagian tabel yang diarsir dinyatakan di dalam matriks
ST [0...n, 0.....n], maka evaluasi pn(X) untuk x =t dapat dinyatakan sebagai

pr(t) = ST [0,0] + ST[0,1](t — x¢) + ST[0,2](t — xo)(t — x1) + -+
+ ST[0,n](t — x0)(t — x1) ... (t — Xp—1)

Hitunglah f(9.2) dari nilai-niali (x,y) yang diberikan pada tabel di bawah ini
denagn polinom Newton derajat 3.

Penyelesaian:

Tabel selisih-terbagi:

i x; Vi ST-1 ST-2 ST-3

8.0 2.079442 | 0.117783 | -0.006433 | 0.000411
9.0 2.197225 | 0.108134 | -0.005200
95 2.251292 | 0.097735
11.0 2.397895

Wl N k| O

Contoh cara menghitung nilai selisih-terbagi pada tabel adalah:

_ f(xp)—(xq) _ 2.251292-2.197225
flrgx) == "= = ee = 0.108134
flx2, %] — flx1,%0] _ 0.108134 — 0.117783
/X1, %) = = = —0.006433
f Gz, %1, %0) Xy — %o 95_80

Dan seterusnya.

Nilai-nilai selisih-terbagi yang dibutuhkan untuk membentuk polinom Newton
derajat 3 ditandai dengan arsiran.
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Polinom Newtonnya (dengan Xo = 8.0 sebagai titik data pertama) adalah:

f(x) = p3(x) = 2.079442 + 0.117783(x — 8.0)
— 0.006433(x — 8.0)(x —9.0) + 0.000411(x —8.0)(x
—-9.0)(x —9.5)

Taksiran niali fungsi pada x = 9.2 adalah

£(9.2) ~ p3(9.2) = 2.079442 + 0.141340 — 0.001544 — 0.000030
=2.219208

Nilai sejati f(9.2) = 1n(9.2) = 2.219203 (7 angka bena). Catatlah bahwa nilai
interpolasi 1n(9.2) semakin teliti dengan meningkatnya orde polinom (contoh 5.2,
5,3 dan 5.6 ini):

p, = (9.2) = 2.220782
p, = (9.2) = 2.219238
ps(9.2) = 2.219203

Contoh:

Bentuklah polinom Newton derajat satu, dua, tiga, dan empat yang menghampiri
fungsi f(x) = cos(x) di dalam selang [0.0,4.0] dan jarak antar titik adalah 1.0.
Lalu, taksirlah nilai fungsi di x = 2.5 dengan polinom Newton derajat tiga.

Penyelesaian:
Dengan jarak antar titik 1.0, maka titik yang digunakan adalah pada x, = 0.0, x; =

1.0, x, = 3.0, x3 = 4.0. Tabel selisih terbaginya adalah:

i Xi (i) ST-1 ST-2 ST-3 ST-4
0.0 1.0000 -0.4597  -0.2484 0.1466 -0.0147
1.0 0.5403 -0.9564 0.1913 0.0880
2.0 -0.4161  -0.5739 0.4551
3.0 -0.9900 0.3363

40 06536  f(xsx2)

A W NP O

Maka, polinom Newton derajat 1,2, dan 3 dengan X, = 0.0 sebagai titik data pertama
adalah

cos(x) = p;(x) = 1.0000 — 0.4597(x — 0.0)
cos(x) = p,(x) = 1.0000 — 0.4597(x — 0.0) — 0.2484(x — 0.0)(x — 1.0)
cos(x) =~ p3(x)
= 1.0000 — 0.4597(x — 0.0) — 0.2484(x — 0.0)(x — 1.0)
+0.1466(x — 0.0)(x — 1.0)(x — 2.0)
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cos(x) = pa(x)
= 1.0000 — 0.4597(x — 0.0) — 0.2484(x — 0.0)(x — 1.0)
+0.1466(x — 0.0)(x — 1.0)(x — 2.0) — 0.0147(x — 0.0)(x
—1.0)(x — 2.0)(x — 3.0)

L0

0.5

0.5 4

-0.5 4

Taksiran nilai fungsi di x = 2.5 dengan polinom derajat tiga adalah
cos(2.5) = p;(2.5)

= 1.0000 — 0.4597(2.5 — 0.0) — 0.2484(2.5 — 0.0)(2.5 — 1.0)
+ 0.1466(2.5 — 0.0)(2.5 — 1.0)(2.5 — 2.0)
~ —0.8056

Nilai sejati £(2.5) adalah
f(2.5) = cos(2.5) = —0.8011

Sehingga solusi hampiran mengandung gelat sejati sebesar
€ =—0.8011 — (—0.8056) = —0.0045
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Kelebihan Polinom Newton

1. Karena Polinom Newton dibentuk dengan menambahkan satu suku tunggal
dengan polinom derajat yang lebih rendah, maka ini memudahkan
perhitungan polinom derajat yang lebih tinggi dalam program yang sama
[CHA91]. Karena alasan itu, polinom Newton sering digunakan khususnya
pada kasus yang derajat polinomnya tidak diketahui terlebih dahulu.

2. Penambahan suku-suku polinom secara beruntun dapat dijadikan kriteria
untuk menentukan tercapainya titik berhenti, yaitu apakah penambahan
suku-suku yang lebih tinggi tidak lagi secara berarti memperbaiki nilai
interpolasi, atau malahan menjadi lebih buruk.

3. Tabel selisih terbagi dapat dipakai berulang-ulang untuk memperkirakan
nilai fungsi pada nilai x yang berlainan.

Untuk mendapatkan galat interpolasi yang minimum, pilihlah selang [Xo,Xn]
sedemikian sehingga x terletak di tengah selang tersebut.

Misalkan kepada kita diberikan titik-titik data seperti ini:

X f()
0,025 2.831
0,050 3.246
0,075 4.721
0,100 5.210
0,125 6.310
0,150 7.120
0,175 8.512
0,200 9.760
0,225 10.310

Bila anda diminta menghitung f(0.160), maka selang yang digunakan agar galat
interpolasi f£(0.160) kecil adalah

[0.150,0.175] — untuk polinom derajat satu
atau

[0.125,0.200] — untuk polinom derajat tiga
atau

[0.100,0.225] - untuk polinom derajat lima
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INTEGRASI NUMERIK

B Di dalam kalkulus, terdapat dua hal penting yaitu integral dan
turunan(derivative)

B Pengintegralan numerik merupakan alat atau cara yang digunakan oleh
ilmuwan untuk memperoleh jawaban hampiran (aproksimasi) dari
pengintegralan yang tidak dapat diselesaikan secara analitik.

“Metode integrasi numerik adalah suatu cara untuk menghitung aproksimasi
luas daerah di bawah fungsi yang dimaksud pada selang yang diberikan.”

Berikut ini adalah beberapa metode integrasi numerik yang lazim digunakan:

- Metode Euler Eksplisit

- Metode Euler Implisit

- Metode Heun

- Metode Runge-Kutta

- Metode Trapesium (trapez)
- Metode Newton-Cotes

Terdapat fungsi yang dapat dihitung integralnya :

n+1

ax
n+1

" eax
e¥dx=—+C
. a

[sin(ax+b)dx = —%cos(a+b)+C

+C

ax"dx =

[ cos(ax+b)dx = %sin(a+ b)+C

'ldx=|n|x|+c
* X

[In| xjdx=xIn|x|-x+C

Terdapat fungsi yang rumit misal :

j 2 +cos(L+ X%)no'sxdx

= ~/1+0.5sin X

80



Modul Pembelajaran Elearning: Metode Numerik,

B Perhitungan integral adalah perhitungan dasar yang digunakan dalam
kalkulus, dalam banyak keperluan.

B digunakan untuk menghitung luas daerah yang dibatasi oleh fungsi y = f(x)
dan sumbu x.

B Penerapan integral : menghitung luas dan volume-volume benda putar

DASAR PENGINTEGRALAN NUMERIK

» Penjumlahan berbobot dari nilai fungsi

[ f(x)dXzZn:cif(xi)
:c_of(xo)+c1f (x)+...+c, f(x,)

&)

. - . X
Xg Xy X1 Xy

B Melakukan penginteralan pada bagian-bagian kecil, seperti saat awal
belajar integral — penjumlahan bagian-bagian.

B Metode Numerik hanya mencoba untuk lebih cepat dan lebih mendekati
jawaban eksak.
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Formula Newton-Cotes

e Berdasarkan pada :

= [ f()dx= [ £, (x)dx

» Nilai hampiran f(x) dengan polynomial

f (x)=a,+aXx+---+a X" +a X"

> Tn (X) bisa fungsi linear

> fn (X) bisa fungsi kuadrat

f) fx)

> Tn (X) bisa juga fungsi kubik atau polinomial yang lebih tinggi

f) f(x)

(a) (b)

82



Modul Pembelajaran Elearning: Metode Numerik,

» Polinomial dapat didasarkan pada data

J&)

N

b 5%

Yy

Luas daerah yang diarsir L dapat dihitung dengan :

b
L= ff(x)dx

y=1(x)
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Metode Integral Riemann

0.5 . T
xX*cos(3*x)*exp(-2*x)+0.35 —
xX*cos(3*xX)*exp(-2*x)+0.35 ——

045 TT
04 r 71 BK
— e
74 **
**
0.35 7474 S
03
0.25
0.2
[0} 0.5 1 1.5 2 25

* Luasan yang dibatasi y = f(x) dan sumbu x
» Luasan dibagi menjadi N bagian pada range x = [a,b]
« Kemudian dihitung Li : luas setiap persegi panjang dimana

Li=Axi.f (xi)

* Luas keseluruhan adalah jumlah Li dan dituliskan :

L

L,+L +L,+..+L,
f (X )AX, + (%, )AX, + F(X,)AX, +...+ (X, )AX,

2 f(x A

Dimana: AXy = AX =A%, =...= AX, = h

n

S

Didapat
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CONTOH
1
L= Ixzdx
0

Hitung luas yang dibatasi y = x2 dan sumbu x untuk range x = [0,1]

1 ;
X**2
08 r T
0.6 T
04 r 1
02 r -
(0]
(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
PENYELESAIAN
Dengan mengambil h=0.1 maka diperoleh tabel :
X 0 01 0z 03 0.4 0.3 06 07 03 0.9 1
£z 0 0.01 0.04 .09 0.1é 0.25 0.3a 0.49 0.64 0.21 1

Algoritma Metode Integral Reimann
» Definisikan fungsi f(x)
» Tentukan batas bawah dan batas atas integrasi
» Tentukan jumlah pembagi area N
* Hitung h=(b-a)/N

* Hitung:

L=h.if(xi)
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Metode Integrasi Trapezoida

e Integrasi numerik metode trapezoida adalah proses mencari nilai integral
fungsi f(x) dengan batas tertentu (dari x = x0 ke xn)

e Pada metode ini, luasan yang dibatasi oleh y = f(x) dan sumbu x dibagi
menjadi N bagian pada range x = [a,b] yang akan dihitung. Setiap bagian
dinyatakan sebagai trapesium

Ly =5 (F0)+ F(x.))x
atau n-1
L :%(fi + fi+1)'AXi L= i0 Li

n-1
L= %h(fi+fi+1)=g(fo+2f1+2f2+...+2fn_1+fn)
i=0
h n—1
L=§ fo+2> fi+ f,
i=1
Contoh :

e Dengan N = 8, sehingga, nilai h = 0,125. Kita lakukan perhitungan
manual menggunakan persamaan (1/1+x) dx diatas. Hasilnya seperti

berikut :

i Xi F(xi)
0 0 1

1 0,125 0,888
2 0,25 0,8
3 0,375 0,7272
4 0,5 0,666
5 0,625 0,6153
6 0,75 0,571
7 0,875 0,533
8 1 0,5
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Penyelesaian :
h n—1
L:—[fo +2> f; + fnj
2 =

0,125
1= 2 (1+2(0,888+ 0,8+ 0,7272 + 0,666 + 0,6153 + 0,571 + 0,533)

+0,5)

0,125
I =

(1 + 2(4,8005) + 0,5)

0,125
I=———(1+9601+05)

I =0,0625(11,101)

I =0,6938

e Hasil yang diberikan metode trapezoid memberikan nilai 0,6938

Algoritma Metode Integrasi Trapezoid

e Definiskany = f(x)

e Tentukan batas bawah (a) dan batas atas integrasi (b)
e Tentukan jumlah pembagi (n)

e Hitungh=(b—a)/n

e Hitung

h n-1
L:E(f0+22 f. + fnJ

i=1
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Aturan Simpson 1/3

Integrasi numerik metode simpson 1/3 adalah proses mencari nilai integral fungsi
f(x) dengan batas tertentu (dari X = xo ke Xn)

Aproksimasi dengan fungsi parabola
2

[0 00dx= D0 (%)= (%) + 6, F(x) 46, F (x,)
i=0

:g[f(x0)+4f(x1)+f(xz)]

fx)

X 0 h X 7 h X
Penurunan Rumus

e Polinom interpolasi Newton-Gregory derajat 2 yang melalui Kketiga titik
tersebut

X(x—h)

2'h?

X(x—"h)

2lh? af,

D,X = f(x0)+%Af (%) + A f (x;) = f0+%Af0+
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Polinom Interpolasi Newton Gregory

x £ Af A*f A f A*f
Xo fo Afy A%fo A%fo Ao
X1 fi Afy A*fy A fy

X2 f2 Af, A*f,

X3 f3 Afs

X4 fa

Lambang A menyatakan selisih maju. Arti setiap simbol didalam tabel ini adalah :

fo =f(x0) =¥o

fi =f(x1) =n

fo =fGx)

Notasi: f, =f(xp)

Afo =f — fo

Afy =2 — A

Af3 =f4— f3 Bentuk Umum :

Notasi: Af, =fp41—f AMYf = A — A, n=0,1,2,..

AZfo =Af; —Afo
Afy =Af, — Af
AZfz =Af; — Af;
Notasi: A%fy, = A,y — Afy

Nfy =A0%f; — A*fy
Nfy =N f, — A*f
Notasi: A3f,, = A%f,,1 — A*f

Contoh: Integrasikan p2(x) pada selang [0,2h]

2h 2h
L= ff(x)dx=f P2 xdx
0 0

2h
_h
L= j (fo +%Af0 +x(;—hz)A2fo)xd
0

x? x3  x?
— 2 —-2h
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L= 2h +4h2A + Bh° _ 4 A?
- fO 2h fO 6h2 4h fO
4N
h

L= 2hf0+2hAf0 +§A2f0

e MengingatAfy = fi — fy
Nfo =01 =Ao=—f)—(h—fo) = =2+ 1

e Maka selanjutnya =2hf, + 2hAf, + %Azfo
L= 2hfy+2h(fi — fo) +5 (fa — 2fi + fo)
L = 2hfy + 2hfy = 2hfy +5f, =5 fi + 3 fo
L= gfo +%f1 +§fz
L= g(fo +4fi +f2)

Kaidah Simpson 1/3(Total)

b X2 x4 xn
Leotal = j f()dx = j f()dx + j FG)dat. + j f()dx
a %0 x2

xn-—2

~2(fo+ 4+ )+ + Afs + f)H .+ 5 (faa + 4fuss + )

~ g(fo +4X s fi t fo)

Disyaratkan juumlah pias (n) harus genap

h
L= E(fo +4Ziganjilfi + zzigenapfi +fn)

Contoh
e Hitung integral
1
ijsdx
0
n-—1 n-—2
Ltotalz%(f0+4 Z fit 2 z fit o)
i=1,3,5 i=2,4,6

Leotar = 0.1/3*(£(0) + 4*f(1) + 2*f(2) + --- + 4*f(9) + £(10)0
=0.1/3"(0 + 0.008 + 0.32
+0.216 + 0.256 + 1 + 0.864 + 2.744 + 2.048 + 5.832 + 2)
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=0.0333333 *15
=0.5
Nilai eksak = 1/2 x*1°=10.5

Nilai error=0.5-0.5=0
Contoh
Dengan N=8, sehingga nilai h=0,125

Kita lakukan perhitungan manual menggunakan persaman (1/1+x) dx diatas.
Hasilnya seperti berikut:

i X; F(xi)
0 0 1

1 0,125 0,888

2 0,25 08

3 0, 375 0,7272

4 0,5 0,666

5 0, 625 0,6153

6 0,75 0,571

7 0, 875 0,533

8 1 0,5

Penyelesaian

fo+4 D fi+2 D fi+f,

i ganjil i genap

0,125
I=——(1+4(0888+ 07272+ 0,6153 + 0,533) + 2(08 + 0,666

4+ 0,571) +0,5)
I =0,04166(1+ 11,054 + 4,074 + 0,5)
I = 0,04166(16,624)
I =0,69255

Hasil yang didapatkan melalui metode simpson 1/3 adalah 0,69255
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Matlab

clear;clc;
a=0;

b=1;

x=0;
h=0.125;
n=(b-a)/h
n=round(n)
fori=1:(n+1)
f(i)=1/(1+x);
X=X+h;

end

f

ff=f(2:n)
sum=0;

for i=1:(n-1);

sum=sum-+ff(i);

Modul Pembelajaran Elearning: Metode Numerik,

 end
e sSum

 trap=(h/2)*(f(1)+2*sum+f
(n+1))

* sigma=0;

« fori=1:(n-1)

* if (rem(i,2)~=0)

* sigma=sigma+4*ff(i);
+ else

* sigma=sigma+2*ff(i);
* end

* end

» simp=(h/3)*(f(1)+sigma+f
(n+1))

Kedua metode di atas dapat
diletakkan pada satu listing
program saja. Kode
trap=(h/2)*(f(1)+2*sum+f(n
+1))digunakan untuk metode
trapezoid dan kode
simp=(h/3)*(f(1)+sigma+f(n
+1))
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Hasil

Jika program di atas kita run
maka akan memberikan hasil
berikut ini:

n=38

n=_8

f=

1.0000 0.8889 0.8000

0.7273 0.6667 0.6154
0.5714 0.5333 0.500
0

ff =

0.8889 0.8000 0.7273

0.6667 0.6154
0.5333

0.5714
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sum =
4.8030

trap =

0.6941

simp =

0.6932

Tampak nilai trap =
0,6941 dan simp = 0,6932
masing-masing nilai
metode trapezoid dan
metode simpson yang

hampir sama dengan
perhitungan manual.
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Aturan Simpson 3/8

Aproksimasi dengan fungsi kubik
3
Ib f(x)dx = Zci f(x;)=c,f(x,)+c, f(x,)+c,f(x,)+c,;f(X;)
8 i=0

=%h[f(x0)+3f(x1)+3f(xz)+ f(x,)]

Polinom interpolasi Newton-Gregory derajat 3 yang melalui keempat buah titik
itu adalah

y A ¥=p, (x)
y=fx)

ox -h)

x-h)x-2h) .
I’ man

tlx -h)(x-2h) B (.635)

Kfixg) +

P = fl+ 5 Mo+ =

-h
ax : }ﬂlﬁl" :
2h* 1A’

- fo+ 5 Mo+
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Integrasi p3(x) di dalam selang [0,3h] adalah

I = j’.ﬁ‘" (x)abc = Bj'ﬂa () abx

in x xx-h)
= J[ﬁ E%+W&ﬁ

R x(x —h)(x -2h)

3
e & fxg) ] dx

Dengan cara penurunan yang sama seperti pada kaidah Simpson 1/3, diperoleh

3k

J'_i""[x]aﬁ: . ?" (fo+ 3 +3H+1)

yang merupakan kaidah Simpson 3/8
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TURUNAN NUMERIK

Pengertian Turunan

Turunan atau Derivatif dalam ilmu kalkulus merupakan pengukuran terhadap
bagaimana fungsi berubah seiring perubahan nilai input. Secara umum, turunan
menyatakan bagaimana suatu besaran berubah akibat perubahan besaran lainnya;
contohnya, turunan dari posisi sebuah benda bergerak terhadap waktu
adalah kecepatan sesaat objek tersebut.

Proses dalam menemukan turunan disebut diferensiasi. Kebalikan dari turunan
disebut dengan antiturunan. Teorema fundamental kalkulus mengatakan bahwa
antiturunan sama dengan integrasi. Turunan dan integral adalah 2 fungsi penting
dalam kalkulus.

» Bila persamaan fungsi f(x) diberikan secara eksplisit, maka kita:  dapat
menentukan fungsi turunannya, f'(x), f "(x), ..., f ™Y (x), lalu menggunakannya
untuk menghitung nilai turunan fungsi di X =

« Tetapi jika fungsi f(x) tidak diketahui secara eksplisit, tetapi kita hanya
memiliki beberapa titik data saja. Pada kasus seperti ini kita tidak dapat
menemukan nilai turunan fungsi secara analitik.

» Sebaliknya, pada kasus lain, meskipun f(x) diketahui secara eksplisit tetapi
bentuknya rumit sehingga menentukan fungsi turunannya merupakan
pekerjaan yang tidak mangkus.

Persoalan Turunan Numerik

Persoalan turunan numerik ialah menentukan hampiran nilai turunan fungsi f yang
diberikan dalam bentuk tabel.Tiga pendekatan dalam menghitung turunan
numerik:

1. Hampiran selisih maju

f(xo —h) — f(x0) f1 fo

Py = ——— St
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Grafik :

2. Hampiran selisih mundur

fxo) = flxo—h)
h

f'(xo) =

Yo / y =/x)
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3. Hampiran selisih pusat

flxo+h)—f(xo—h) f1 f-1

f'(xore) = 2h " 2n
Grafik :
LA
% A

270

/ X Xo X

Rumus-rumus turunan numerik untuk ketiga pendekatan tersebut dapat diturunkan
dengan dua cara bantuan deret Taylor dan hampiran polinom interpolasi.

Penurunan Rumus dengan Deret Taylor

A. Hampiran selisih-maju

Uraikan f(x;,,) disekitar x;:

fam)=faa+%ﬂxv(o+&”mfwg+
fi+1 =fi+hfi' + 2f111

W =fur—fi—h?2f +

fil f1+1 fi h/2fl"

fi =ﬁ%ﬂ+mm

yang dalam hal ini,0(h) = h/2f"(t),x; < t < Xj41
untuk nilai — nilai f di Xodan X,persamaan rumusnya menjadi :

fo =22+ 0(h)

yang dalam hal ini O(h) = h/2f"(t),x; <t < Xxj41
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B.

Hampiran selisih mundur
Uraikan f(x;_;)disekitar x;:

s )2
FXim) = Flrg) + 2 01 () 4 S prr(y
fir = fi = R+ 221 + o
2

r h
hf = fi= fios + gt
/_fi_fi—l_ h
fi - h 2fi”+
! fi—fi-
fi = L= o),

yang dalam hal ini,0(h) = h/2f"(t),x;_, < t < x;

untuk nilai — nilaifdix,dan x_;persamaan rumusnya menjadi:
f01 — fo—hf—1 + O(h)
yang dalam hal ini,0(h) = —h/2f"(t),x;41 <t < x;

Hampiran selisih-pusat
Kurangkan persamaan (P.7.4) dengan persamaan (P.7.6):

firr = fior = 2hf{ + R334 -
2hf} = fisr — fiia — B3 /3F" + -

! fiv1—fi- nr
fi :$_h2/6fi + ...

fi, — fi+12_hfi—1 + O(hz),

yang dalam hal ini,0(h?) = —h?/6f""(t),x;_1 < t < Xj41
Untuk nilai-nilai f di x_;dan x; persamaan rumusnya menjadi :

=t 00

Yang dalam hal ini, 0(h?) = —h/6f""(t), x;_1 < t < Xj41
Rumus untuk Turunan kedua, f*’(x),dengan Bantuan Deret Taylor

Hampiran selisih-pusat

Tambahkan persamaan (P.7.4) dengan persamaan (P.7.6) di atas :
4

144 h
fivr + fio1 = 2f;i + R2f;" + 27 + -

4

firr + 2fi + fira = R2fi" + 12/,®
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b)

r fisr = 2fi + fia

fi e — h2/12f,®

Jadi,

fill — fl'+1 - i];‘l +fi—1 + O(hz)

yang dalam hal ini, O(#2) = - B2/12 f®(?), x:1 < t< Xir1

Untuk nilai-nilai f di X1, Xo, dan x1 persamaan rumusnya menjadi:
o fi—2fo+fi
f0" = — + 0(h?)

yang dalam hal ini O(h?) = - h?/12 f @(t), Xi1 < t < Xis1.

Hampiran selisihn-mundur
Dengan cara yang sama seperti pada (1) diatas, diperoleh :

fill — fi—z - i];‘i—l +fl n O(h)

yang dalam hal ini O(h) =hf"(t), Xi2<t<X;

Untuk nilai-nilai f di X2 , X1, dan xo persamaan rumusnya :
w_J2—2fatf
f0" ==2 hzl S+ 0(h)

yang dalam hal ini, O(h) = h f"(t) xi2< t < x;
Hampiran selisih-maju
Dengan cara yang sama seperti di atas, diperoleh :

fia=2fia+ fi
f = —hz : + O(h).

yvang dalam hal ini, O(h)= - A f"(¢), xi =< x2

Untuk nilai-nilai £ di xo ., x1, dan x2 persamaan rumusnya :

ﬁr|: fz— _2;& _.fD +O{;’I].

0 2

vang dalam hal ini, O(h) = - A (1), x1< 1 < x-2.
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Penurunan Rumus Turunan Numerik dengan Polinom Interpolasi

sAf,, A f, Nf.
fx)= plx) = fo+ /o +8(s-1) LI s(s-1)(s-2) ¢ 4
I! 2! 3!
ﬂ."!

s(s-1)5-2)...(5- n+1)
n!

= F(s)

yvang dalam hal ini, s = (x-x0)/h.

SAL, Al AL
1{” + 5(5-1) fD + s{s-1)(s-2) -

2! 3

A f

n!

.f {T) = pn(.\'} = lﬁl + +

S(s=-1)s-2)...05- n+1)
= F{(s)
yvang dalam hal ini, s = (x-xo)/h.

1. Hampiran selisih-maju

- bila digunakan titik-titik x, dan x, :

' __1 _fi—f
f'(xo) = nfy) - h
- bila digunakan titik-titik xo, X1, dan x2 :
f'(x0) =1/h (Dfo + (s-1/2) D?fo) untuk titik xo — s = (xo -
x0)/h = 0, sehingga

f'(x0) = 1/h (M - 1/20f0)

=1/h (Afy - 1/2(Afi -Dfy))

=1/h (3/2Mf - 1/2Af,)
=1/h(3/2f-3/26-1/2F+1/2F)
=1/h(-3/2f+2f-1/2F)

—3fot+4fi—f2

f'(xo) = oh
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2. Hampiran selisih-mundur
- Polinom interpolasi : Newton-Gregory mundur
- Bila digunakan titik-titik xo dan X-1 :

fi—fo
h

1
f'o) = 5 (Vfo) =
3. Hampiran selisih-pusat

- digunakan tiga titik xo , X1 , dan x :

f'(x0) =1/h (Afr + (s-1/2)N2fp)

untuk titik x1 - s = (x1 - x0)/h = h/h = 1, sehingga
f'(x1) =1/h (Ao + 1/2M%f0)
=1/h (A + 1/2(0f; -Af) )
=1/h(1/2Afo +1/2Af7)
=1/2h(fi-fo+12-11)
- untuk titik X-1 , Xo , dan xa :

fi—fa
2h

f'(xo) =

Rumus Turunan Kedua Dengan Polinom Interpolasi
Turunan kedua f adalah

d*f _d df ds

dx?  ds dx dx
= 1/h(0O+A%fo+ (s-1)A%fv).1/h
= 1/W? (A2fH +(s-1)A3)
Misalkan untuk hampiran selisih-pusat, titik-titik yang digunakan Xo, X1, dan xa:
- padatitik X1 = s = (X1 - Xo)/h = h/h =1, sehingga
'(x1)=1/h (A2fo + (1-1) A3fo)
=1/ (A%fo)
=1/h (Af - AK)
=1/ (L-A+A+6)
=1/R (6H-2+ £)
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- untuk titik x1 , x0 ,dan x1 :
” fo1—2fo + f
f"(xp) = 1T01

Rumus-rumus turunan

1. Rumus untuk turunan Pertama

fo =120t o) (selisih-maju)
i ioi

fo="——+0M (selisih-mundur)
r_ f1—f 2 isi

fo= =5 +00) (selisih-pusat)

fo =20 o(n?) (selisin-maju)

fo = ‘fz"sfi;:f‘ﬁfz + 0(h*)  (selisih-pusat)

2. Rumus untuk turunan Kedua

fo = By 0(h?) (selisih-pusat)
o =22t oy (selisih-mundur)
- fﬂh# +0(h) (selisih-maju)

n _ —f3t+4f2-5f1+2f¢ 4
0 = 1oh + 0(h*)

(selisih-maju)

fo = _f2+16f1_3’102’2’2+16f‘1_f‘2 +0(h*)  (selisih-pusat)

3. Rumus untuk turunan ketiga

122 f - 3f + 3f - f .. :
== 2 e L D400 (Selisih — maju)

" — 2 t 2/ - f- isi
pr =T 2RI T T oy (selisin — pusat)
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4. Rumus untuk turunan keempat

fa — 4fz + 6f; — 4f1 + fo

fo™ = i + 0(h) (Selisih — maju)
; —4f .+ 6fy — 4f_, + f_
fol) = 2 [ ];104 ot + 0(h?) (Selisih — pusat)
Contoh

Diberikan data dalam bentuk tabel sebagai berikut :

X f(x)

1.3 3.669
1.5 4.482
1.7 5.474
1.9 6.686
2.1 8.166
2.3 9.974
2.5 12.182

(a) Hitunglah f'(1.7) dengan rumus hampiran selisih-pusat orde O(h?) dan O(h*) ?
(b) Hitunglah f'(1.4)dengan rumus hampiran selisih-pusat orde O(h?) ?

(c) Rumus apa yang digunakan untuk menghitung f'(1.3) dan f'(2.5) ?

Penyelesaian:

(a) Orde O(h?):

! _fl—f—l
fo ==,

Ambil titik-titik x.1 = 1.5 dan x1 = 1.9, yang dalam hal ini xo = 1.7 terletak di tengah
keduanya dengan h = 0.2.
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6.686 — 4.482

f'(1.7) = 2002) =5.510 (4 angka bena)
Orde 0(h*):

f,_—fz —8fi —8f1+ fp

° " 12h

Ambil titik-titik x-2 = 1.3 dan x1 = 1.5, x1 = 1.9, dan x2 = 2.1, yang dalam hal ini
Xo =1.7 terletak di pertengahannya.

—8.166 + 8(6.686) — 8(4.482) + 3.669
12(0.2)

=5.473 (4 angka bena)

fr7) =

(b) Orde O(h?):
Ambil titik-titik x..=1.3 dan x;=1.5, yang dalam hal ini Xo=1.4 terletak
ditengahnya dan h =0.1.

4.482 — 3.669
2(0.1)

f'(1.4) = = 4.065 (4 angka bena)

(c) Untuk menghitung f '(1.3) digunakan rumus hampiran selisin-maju, sebab x
= 1.3 hanya mempunyai titik-titik sesudahnya (maju), tetapi tidak memiliki titik-
titik sebelumnya. Sebaliknya, untuk menghitung nilai f '(2.5) digunakan rumus
hampiran selisih-mundur, sebab x = 2.5 hanya mempunyai titik-titik sebelumnya
(mundur).

Hampiran selisih-maju :

f(), =f1;lf0 + O(h)

4482 — 3.669
F(13) = > = 4.065

Hampiran selisih mundur :

f(), =f0—hf—1 + O(h)

12.182 — 9.974
F'(25) = - = 11.04
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Contoh program matlab

Syms Xx;

f=input('Masukkan Persamaan : ‘),
df = diff(f)

xo=input('Masukkan nilai x :');
h=input('Masukkan nilai h :");
fl=subs(f,x0);

f2=subs(f,xo+h);

f3=subs(f,x0-h);

Hampiran selisih maju =(f2-f1)/h
Hampiran selisih mundur =(f1-f3)/h
Hampiran selisih pusat =(f2-f3)/(2*h)
eksak=subs(df,x0)
errorl=abs(eksak-FD)
error2=abs(eksak-BD)

error3=abs(eksak-CD)
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