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RINGKASAN 

Graf dapat digambar pada bidang datar, dimana simpul disajikan sebagai titik 

dan sisi disajikan sebagai garis, kurva atau garis lurus, yang menghubungkan titik-titik 

yang menjadi ujung-ujungnya. Gambar yang baik dari sebuah graf memiliki sifat-sifat, 

yaitu: tidak ada sisi yang memotong dirinya sendiri, dua sisi damping tidak boleh 

saling memotong, dua sisi sembarang tidak boleh saling memotong lebih dari satu kali, 

dan paling banyak dua sisi berpotongan pada satu titik. Banyaknya perpotongan sisi 

pada sebuah gambar yang baik disebut jumlah perpotongan. Angka perpotongan cr(G) 

dari sebuah graf adalah jumlah perpotongan terkecil diantara semua gambar yang baik 

dari graf G (Tutte, 1972). Sebuah graf G adalah planar jika cr(G) = 0, dan nonplanar 

cr(G) > 0.  
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kegiatan penelitian ini 

3. Tenaga perpustakaan Institut Teknologi Bandung (ITB) yang telah membantu 

memberikan kesempatan kepada kami saat studi literatur 

4. Semua pihak yang tidak dapat disebutkan namanya satu persatu, yang telah 

membantu terlaksananya penelitian ini. 

Kami menyadari bahwa apa yang telah kami lakukan dan hasilkan selama 

melaksanakan kegiatan penelitian ini masih jauh dari sempurna. Oleh karena itu, kami 

mengharapkan saran dan kritik yang konstruktif dari semua pihak demi 

penyempurnaan laporan akhir penelitian ini. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1  Latar Belakang 

Sebuah graf adalah pasangan (V, E) dimana V ≠  adalah himpunan simpul dan E 

adalah himpunan sisi. Banyak hal yang dapat dimodelkan dalam graf dimana 

simpul representasi objek dan sisi representasi hubungan antar objek, misalnya 

jaringan komputer, basis data, instalasi listrik, jaringan transportasi, dan lain-lain.  

Layout sirkuit Very Large Scale of Integration (VLSI) seperti 

microprosessor juga dapat dimodelkan dalam bentuk graf (Leighton, 1983), 

dimana modul-modul atau gerbang-gerbang adalah simpul-simpul dan hubungan 

antara modaul/gerbang adalah sisi. Dalam hal rangkaian elektronik seperti halnya 

VLSI, yang menjadi pertimbangan adalah sedapat mungkin menghindari 

perpotongan, karena perpotongan dapat mengakibatkan hubungan pendek (short 

circuit). Namun, bilamana perpotongan tidak bisa dihindari, maka yang menjadi 

pertimbangan adalah meminimalkan banyaknya perpotongan.  

 Graf dapat digambar pada bidang datar, dimana simpul disajikan sebagai 

titik dan sisi disajikan sebagai garis, kurva atau garis lurus, yang menghubungkan 

titik-titik yang menjadi ujung-ujungnya. Gambar yang baik dari sebuah graf 

memiliki sifat-sifat, yaitu: tidak ada sisi yang memotong dirinya sendiri, dua sisi 

damping tidak boleh saling memotong, dua sisi sembarang tidak boleh saling 

memotong lebih dari satu kali, dan paling banyak dua sisi berpotongan pada satu 

titik. Banyaknya perpotongan sisi pada sebuah gambar yang baik disebut jumlah 

perpotongan. Angka perpotongan cr(G) dari sebuah graf adalah jumlah 

perpotongan terkecil diantara semua gambar yang baik dari graf G (Tutte, 1972). 

Sebuah graf G adalah planar jika cr(G) = 0, dan nonplanar cr(G) > 0.  

 Jika graf digambar pada bidang dengan sisi-sisi digambar sebagai garis-

garis lurus, maka gambar tersebut disebut rectilinier. Angka perpotongan 

rectilinier v(G) graf G adalah jumlah perpotongan terkecil di antara semua gambar 

rechtilinier G (Bienstock and Dean, 1993). 

 Sebuah garis pseudo adalah kurva tertutup sederhana pada bidang projeksi 

P2 yang tidak memutuskan P2. Sebuah pengaturan garis  pseudo adalah sebuah 
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himpunan garis pseudo dimana setiap pasangan saling memotong tepat satu kali. 

Sebuah gambar dari graf G disebut gambar pseudolinier jika terdapat sebuah 

pengaturan garis pseudo dimana setiap garis pseudo memiliki tepat satu sisi dari 

gambar. Angka perpotongan pseudolinier crp(G) graf G adalah minimal 

perpotongan di antara semua gambar peseudolinier dari G  (Hernandez-Velez, 

Leanos,  dan Salazar, 2017). 

Pinontoan dan Richter (2003) menentukan angka perpotongan sebuah 

famili tak hingga graf reguler 5 dengan mengidentifikasi graf-graf ini sebagai 

susunan ubin-ubin. Mohar dan Dvořák (2015) menamakan graf periodik adalah 

yang dibangun dengan merekatkan graf-graf kecil yang sama. 

 Pada penelitian ini, akan ditentukan angka perpotongan pesudolinier dari 

famili tak hingga graf reguler 5 yang diperkenalkan Pinontoan dan Richter (2003). 

1.2  Perumusan Masalah 

Diberikan famili tak hingga graf regular 5 Mn yang diperkenalkan Pinontoan dan 

Richter (2003). Berapa angka perpotongan pesudolinier dari famili Mn? 

1.3  Target Capaian 

Target capaian penelitian ini dapat di lihat pada Tabel 1. 

 

Tabel 1. Rencana Target Capaian 

No Luaran 
Target dicapai pada bulan 

“November 2018” 

1 
Publikasi Ilmiah di Jurnal 

Nasional (ber-ISSN) 
Sudah Publikasi 

2 
Pemakalah dalam Temu 

Ilmiah Nasional 
Terdaftar 
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BAB 2 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

Sebuah graf G = (V, E) adalah pasangan himpunan V ≠  simpul dan himpunan 

(bisa kosong) E dari sisi-sisi. Jika e = uv = vu adalah sebuah sisi dari graf G maka 

simpul u dan simpul v masing-masing adalah ujung dari sisi e, dan kedua simpul 

itu dinamakan saling damping. Tetangga dari v adalah semua simpul yang saling 

damping dengan v. Dua sisi yang memiliki simpul bersama dalam sebuah graf 

dinamakan sisi damping. Derajat sebuah simpul v adalah banyaknya sisi yang 

berujung pada v. Gelung adalah sisi yang memiliki ujung yang sama. Jika e1 = uv 

dan e2 = uv maka, e1 dan e2 adalah sisi paralel. Graf dinamakan sederhana jika 

tanpa gelung dan sisi paralel. Lintasan yang menghubungkan dua simpul u dan v 

dalam sebuah graf G adalah barisan sisi yang menghubungkan u dan v. Jika untuk 

setiap pasangan simpul di graf G terdapat lintasan yang menghubungkan 

keduanya, maka G disebut graf terkoneksi. Jika untuk setiap pasangan simpul 

terdapat k lintasan yang disjoin, maka G disebut graf terkoneksi-k. Sebuah graf 

dikatakan reguler n jika setiap simpul memiliki derajat n. Terminologi dari teori 

graf pada paper ini, sama dengan terminologi oleh Chartrand dan Lesniak (2000). 

 Sebuah graf G dapat digambar pada bidang dimana simpul dari G 

direpresentasikan oleh titik dan sebuah sisi disajikan dalam bentuk kurva atau 

garis lurus yang menghubungkan titik-titik simpul itu pada bidang. Sebuah graf 

bisa memiliki beberapa gambar. Gambar yang baik dari sebuah graf memiliki 

sifat-sifat, yaitu: tidak ada sisi yang memotong dirinya sendiri, dua sisi damping 

tidak boleh saling memotong, dua sisi tidak boleh saling memotong lebih dari 

sekali, dan paling banyak dua sisi berpotongan pada satu titik. Dalam sebuah 

gambar yang baik dari sebuah graf, dua sisi bisa berpotongan atau tidak. Dua sisi 

pada sebuah gambar sebuah graf bisa berpotongan pada sebuah gambar, tapi bisa 

tidak berpotongan pada gambar yang lain. Banyaknya perpotongan sisi pada suatu 

gambar bisa berbeda dengan banyaknya perpotongan pada gambar yang lain dari 

graf yang sama. 

 Banyaknya perpotongan sisi pada sebuah gambar yang baik disebut 

jumlah perpotongan. Angka perpotongan cr(G) dari sebuah graf adalah jumlah 
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perpotongan terkecil diantara semua gambar baik dari graf G. Masalah angka 

perpotongan diperkenalkan oleh Tutte (1970). Sebuah graf G adalah planar jika 

cr(G) = 0, selain itu disebut nonplanar. Jadi, angka perpotongan sebuah graf 

adalah unik.  

 Masalah angka perpotongan merupakan masalah NP-complete {Garey dan 

Johnson, 1983). Dengan kata lain, menentukan angka perpotongan sebuah graf 

tidaklah mudah. Biasanya, untuk membuktikan bahwa cr(G) = k dilakukan dengan 

membuktikan bahwa cr(G)  k dan cr(G)  k. Pembuktian cr(G)  k biasanya 

dilakukan melalui gambar pada bidang, sedangkan untuk membuktikan bahwa 

cr(G)  k, dilakukan dengan menunjukkan bahwa memang terdapat k pasang sisi 

yang harus berpotongan. 

 Beberapa graf dapat disusun dari graf-graf kecil yang identik ditambah 

dengan graf kecil yang lain. Graf-graf kecil ini diperkenalkan oleh Pinontoan dan 

Richter (2003) sebagai ubin (tile). Sebuah ubin T = (G, L, R) adalah graf G dengan 

dua barisan simpul yang disebut dinding kiri L dan dinding kanan R. Angka 

perpotongan ubin, tcr(T), adalah minimum jumlah perpotongan di antara semua 

gambar graf G pada persegi [0, 1]  [0, 1] pada bidang sedemikian rupa sehingga 

simpul-simpul dari L berada pada {0}  [0, 1] dengan urutan menyusut pada 

koordinat y dan simpul-simpul dari R berada pada {1}  [0, 1] dengan urutan 

menyusut pada koordinat y. Sebuah ubin bisa dibalik secara vertikal maupun 

secara horisontal, dan dapat juga dipilin. Dua ubin dikatakan kompatibel jika 

dinding-dindingnya bersesuaian. Dua ubin yang kompatibel dapat dilekatkan 

dengan operasi pelekatan.  

 Dvořák dan Mohar (2015) menamakan graf periodik adalah yang 

dibangun dengan merekatkan graf-graf kecil yang sama. Ini didasarkan pada 

konstruksi ubin yang diperkenalkan oleh Pinontoan dan Richter (2003). Mohar 

dan Dvořák menyimpulkan bahwa angka perpotongan graf periodik dapat 

dihitung (computable). 

 Pada umumnya sisi-sisi dari graf digambar sebagai kurva atau garis lurus. 

Jika graf digambar pada bidang dimana sisi-sisinya digambar sebagai garis-garis 

lurus, maka gambar tersebut disebut rectilinier. Angka perpotongan rectilinier 

(G) graf G adalah angka terkecil diantara semua gambar rectilinier dari G 
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(Bienstock and Dean, 1993). Angka perpotongan rectilinier sebuah graf selalu 

paling kurang angka perpotongan biasa.  

Sebuah garis pseudo adalah kurva tertutup sederhana pada bidang projeksi 

P2 yang tidak memutuskan P2. Sebuah pengaturan garis  pseudo adalah sebuah 

himpunan garis pseudo dimana setiap pasangan saling memotong tepat satu kali. 

Sebuah gambar dari graf G disebut gambar pseudolinier jika terdapat sebuah 

pengaturan garis pseudo dimana setiap garis pseudo memiliki tepat satu sisi dari 

gambar. Angka perpotongan pseudolinier crp(G) graf G adalah minimal 

perpotongan di antara semua gambar peseudolinier dari G  (Hernandez-Velez, 

Leanos,  dan Salazar, 2017). 

 Angka perpotongan pseudolinier berada di antara angka perpotongan biasa 

dan angka perpotongan rectlinier (Schaefer, 2018). Dengan kata lain, jika G 

adalah graf, maka  

Cr(G) ≤ crp(G) ≤ (G). 

Beberapa famili tak hingga graf diperkenalkan. Richter and Thomassen 

(1993) memperkenalkan famili tak hingga graf Bn reguler 4 dan menghitung 

cr(Bn) = 3. Pinontoan dan Richter (2003) memperkenalkan famili tak hingga Mn 

reguler 5 dan menghitung cr(Mn) = 6. Graf M7 dapat dilihat pada Gambar 1.  
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Gambar 1. Graf M7. 
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BAB 3 

TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN 

 

3.1  Tujuan 

Diberikan famili tak hingga graf regular 4 Bn diperkenalkan oleh Richter dan 

Thomassen (1993) dan famili tak hingga graf reguler 5 Mn yang diperkenalkan 

Pinontoan dan Richter (2003). Maka dalam penelitian ini bertujuan menentukan 

ketebalan buku dan berapa angka perpotongan buku k-halaman untuk k = 2, 3, 4 

untuk pembenaman buku dari Bn dan Mn, 

3.2  Manfaat 

Dengan ditentukannya ketebalan buku pembenaman dari Bn dan Mn, maka telah 

dipastikan bahwa untuk family tak hingga graf reguler 4 dan 5 hanya 

membutuhkan sekian halaman untuk pembenamannya. 

 Pembenaman buku ini memiliki penerapan pada perancangan layout Very 

Large Scale Integrated (VLSI) seperti microprocessor. 
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BAB 4 

METODE PENELITIAN 

 

Penelitian dilakukan melalui langkah-langkah berikut: 

1. Studi literatur yang berkaitan dengan masalah angka perpotongan graf 

rectilinier dan famili tak hingga graf reguler. 

2. Merancang gambar rectilinier famili tak hingga graf reguler-5 Mn. 

3. Melakukan konstruksi susunan ubin graf Mn. 

4. Menentukan jumlah perpotongan beberapa gambar preudolinier Mn. 

5. Memverifikasi dengan deduksi bahwa jumlah perpotongan adalah minimal. 

6. Jika diperlukan, simulasi komputer. 

a. Menetapkan spesifikasi fungsional. 

b. Pemrograman menggunakan Kompiler Delphi. 

c. Menetapkan beberapa input graf. 

d. Testing beberapa input graf. 

e. Iterasi sampai tercapai kesesuaian dengan verifikasi deduksi.  

 

Alat dan Bahan 

1. Komputer 

2. Kompiler Delphi. 

 

Waktu dan Tempat 

1. Waktu pelaksanaan adalah tahun 2018. 

2. Tempat pelaksanaan di Institut Teknologi Bandung atau Universitas 

Udayana untuk studi literatur dan sisanya di Manado. 
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BAB 5 

 HASIL DAN LUARAN YANG DICAPAI 

 

Dalam Bab ini, akan didefinisikan kembali famili tak-hingga graf periodik plus 

reguler 4 Hn (n ≥ 3) dan graf Mn (n ≥ 3) famili tak-hingga graf periodik plus 

reguler 5. Kemudian kita akan menentukan pembenaman buku dari Hn (n ≥ 3) dan 

Mn (n ≥ 3). 

 

5.1 Famili tak-hingga Graf Periodik Plus Reguler 4. 

 

Richter dan Thomassen [7] memperkenalkan famili tak hingga graf Hn
 (n ≥ 3) 

reguler 4 yang diperoleh dari siklus C2m denhgan panjang 2m dengan 

menambahkan, untuk setiap dua sisi e dan e’ pada C2m, sebuah simpul baru yang 

menghubungkan keempat ujung dari e dan e’. Simpul-simpul dari Hn adalah a1, 

a2, a3, ..., an+1, b1, b2, b3, ..., bn+1, c1, c2, c3, ..., dan cn+1. Sisi-sisi H1 adalah akck, 

bkck (1 ≤ k ≤ n + 1), akak+1, bkbk+1, ckak+1, ckbk+1 (1 ≤ k ≤ n), a1bn+1, a1cn+1, b1an+1, 

dan b1cn+1. 

 

 

Gambar 2. Ubin H, H’, dan HH’. 

 

     Pinontoan dan Richter [6] mengidentifikasikan bahwa Hn adalah graf yang 

merupakan pelekatkan n ubin-ubin H in Gambar 2(a) dan sebuah ubin H’ pada 

Gambar 2(b) yang merupakan ubin yang diputar dari ubin H dan isomorfis dengan 

H, secara siklus. Gambar 3 menunjukkan B5.  
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Gambar 3. Graf H5. 

 

5.2 Famili tak-hingga Graf Periodik Plus Reguler 5. 

 

Biarkan n ≥ 3. Graf Mn
 adalah graf reguler 5 yang terdiri dari 4n + 2 simpul a1, b1, 

c1, d1, a2, b2, c2, d2, ..., an, bn, cn, dn, e, dan f, serta memiliki siklus a1 c1 a2 c2 ... an 

cn e, dan sisi-sisi akbk, ckdk, akdk, bkck (1 ≤ k ≤ n), sisi-sisi ckbk+1, dkak+1, bkbk+1, 

dkdk+1 (1 ≤ k ≤ n – 1), serta sisi-sisi eb1, ef, dn e, bn f, cn f, fa1, fd1, dan dnb1. Gambar 

4 menunjukkan M3. 
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 Gambar 4. Graf M3. 

 

     Graf Mn
 (n ≥ 3) dapat diperoleh dengan melekkatkan n ubin planar yang identik 

M seperti pada Gambar 5(a) dan satu ubin S pada Gambar 5(b) yang merupakan 

graf bagian dari M, secara siklus, dan kemudian mengontrak simpul-simpul 

derajat dua.   

 

Gambar 5. Ubin M dan ubin S. 

 

     Gambar 6 menunjukkan M3, yang diperoleh dengan melekkatkan tiga ubin M 

pada Gambar 5(a) dan satu ubin S pada Gambar 5(b) secara siklus.  
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Gambar 6. Graf M3. 

 

5.3 Pembenaman Buku Hn dan Mn  

 

Kita akan membuktikan bahwa (Hn) = 3 dan (Mn) = 3, untuk n ≥ 3. 

 

Teorema 1. Biarkan n ≥ 3. Maka (Hn) = 3.  

 

Bukti. Richter dan Thomassen [7] menetapkan angka perpotongan Hn
 (n ≥ 3) 

adalah 3, yang juga dikonfirmasi oleh Pinontoan dan Richter [6] dengan 

menggunakan mekanisme ubin. Jadi Mn tidak planar pada bidang (two pages), dan 

membutuhkan lebih dari dua halaman untuk pembenaman buku. Dengan kata lain, 

(Hn) ≥ 3. 

     Akan ditunjukkan bahwa (Hn) ≤ 3 dengan menggambar pembenaman Hn pada 

buku. Graf Hn dibenamkan pada buku sebagai berikut. Letakkan sisi-sisi dengan 

urutan sebagai berikut: 

a1, b1, c1, a2, b2, c2, ... ,  an+1, bn+1, cn+1. 

     Kemudian letakkan sisi-sisi bici (1 ≤ i ≤ n + 1), bibi+1 (1 ≤ i ≤ n), cibi+1 (1 ≤ i ≤ 

n), dan a1bn+1 serta a1cn+1 tanpa perpotongan pada halaman satu. Pada halaman 

dua, letakkan sisi-sisi aici (1 ≤ i ≤ n  + 1), aiai+1 (1 ≤ i ≤ n), dan ciai+1 (1 ≤ i ≤ n) 
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tanpa perpotongan. Pada halaman tiga, letakkan sisi-sisi b1an+1  dan b1cn+1 tanpa 

perpotongan. Sehingga dibutuhkan tiga halaman untuk pembenaman Hn, jadi 

(Hn) ≤ 3. Dengan demikian (Hn) = 3.  

     Pembenaman H5 dapat dilihat pada Gambar 7. Simpul-simpul diletakkan pada 

punggung. Sisi-sisi di atas simpul adalah pada halaman satu, sedangkan sisi-sisi 

yang digambar garis bersambung di bawah simpul adalah pada halaman dua, 

sedangkan sisi-sisi yang digambar dengan garis putus-putus di bawah simpul 

adalah pada halaman tiga.  

 

 

 

Gambar 7. Sebuah pembenaman H5. 

 

Teorema 2. Biarkan n ≥ 3. Maka (Mn) = 3.  

 

Bukti. Pinontoan dan Richter [6] telah menghitung angka perpotongan graf Mn (n 

≥ 3) yaitu 6. jadi Mn tidak planar sehingga itu membutuhkan tiga halaman untuk 

pembenaman buku. Dengan kata lain, (Mn) ≥ 3. 

      Untuk membuktikan bahwa (Mn) ≤ 3, akan ditunjukkan gambar pembenaman 

buku Mn pada tiga halaman. Letakkan simpul-simpul Mn pada punggung dengan 

urutan sebagai berikut a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2, ... , an, bn, cn, dn, e, dan f. 

Kemudian, letakkan sisi-sisi berikut pada halaman satu: ak bk, bk ck, ck dk (1 ≤ i ≤ 

n), bk bk+1 (1 ≤ i ≤ n – 1), bkbk+1 (1 ≤ i ≤ n – 1), dan sisi-sisi cn e, dn e, e f, bn f, serta 

cn f. Pada halaman dua, letakkan sisi-sisi berikut ak ck, ak dk (1 ≤ i ≤ n), dk dk+1 (1 ≤ i 

≤ n – 1), dan d1 f. Terakhir, pada halaman tiga, letakkan sisi-sisi ck bk+1 (1 ≤ i ≤ n – 

1), dan juga sisi-sisi a1e, a1f, b1e, serta b1dn. Sehingga dibutuhkan tiga halaman 

untuk pembenaman Mn pada buku, jadi (Mn) ≤ 3. Dengan demikian (Mn) = 3.  
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     Gambar 8 menyajikan contoh pembenaman buku M3. Simpul-simpul 

diletakkan pada punggung, sisi-sisi di atas simpul, adalah pada halaman satu, sisi-

sisi di bawah simpul yang digambar dengan garis bersambung adalah pada 

halaman dua pada Gambar 8(a). Sedangkan sisi-sisi pada Gambar 8(b) adalah 

pada halaman tiga.  

 

(a) Halaman 1 dan Halaman 2. 

 

 

(b) Halaman 3. 

Gambar 8. Sebuah pembenaman buku M3. 
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BAB 6 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

6.1 Kesimpulan 

Pembenaman  famili tak-hingga graf periodik plus reguler 4 Hn (n ≥ 3) 

membutuhkan tiga halaman dan pembenaman buku famili tak-hingga graf 

periodik plus reguler 5 Mn (n ≥ 3) juga membutuhkan tiga halaman. 

 

6.2 Saran 

Penelitian selanjutnya dalam topik ini dapat diarrahkan pada pembenaman buku 

untuk famili tak hingga graf reguler 7. 
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