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RINGKASAN 

Sebuah graf (V, E) dimana V ≠  adalah himpunan objek yang dinamakan 
simpul dan E adalah himpunan sisi yang menghubungkan simpul-simpul. Sebuah sisi 

memiliki dua ujung. Sisi yang memiliki ujung yang sama disebut loop. Derajat simpul 

v dari sebuah graf adalah banyaknya sisi yang berhubungan dengan v; sisi loop 

dihitung dua kali. Dua sisi berbeda yang memiliki ujung yang sama disebut sisi 

damping. Pada penelitian ini, akan ditentukan mekanisma wedges yang analog dengan 

teorema ubin. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Sebuah graf (V, E) dimana V ≠  adalah himpunan objek yang dinamakan 

simpul dan E adalah himpunan sisi yang menghubungkan simpul-simpul. Sebuah 

sisi memiliki dua ujung. Sisi yang memiliki ujung yang sama disebut loop. 

Derajat simpul v dari sebuah graf adalah banyaknya sisi yang berhubungan 

dengan v; sisi loop dihitung dua kali. Dua sisi berbeda yang memiliki ujung yang 

sama disebut sisi damping.  

 Pada bidang datar, maka graf dapat digambar dengan simpul disajikan 

dalam bentuk titik dan sisi disajikan dalam bentuk garis yang menghubungkan 

titik-titik yang menjadi ujung-ujungnya, dengan ketentuan bahwa tidak ada sisi 

yang memotong dirinya sendiri, dua sisi damping tidak boleh saling memotong, 

dua sisi sembarang tidak boleh saling memotong lebih dari satu kali, dan paling 

banyak dua sisi berpotongan pada satu titik. Banyaknya perpotongan sisi pada 

sebuah gambar pada bidang datar disebut jumlah perpotongan. Angka 

perpotongan cr(G) dari graf G adalah jumlah perpotongan terkecil diantara semua 

gambar G pada bidang datar. Sebuah graf adalah planar jika angka 

perpotongannya adalah nol, dan nonplanar jika angka perpotongan lebih dari nol. 

Gambar sebuah graf tanpa perpotongan disebut graf bidang.  

Perhatian terhadap masalah angka perpotongan menjadi makin besar 

setelah Leighton (1983) mengindikasikan penerapannya pada layout sirkuit Very 

Large Scale of Integration (VLSI) seperti microprosessor. Dalam hal rangkaian 

elektronik seperti halnya VLSI, yang menjadi pertimbangan adalah 

meminimalkan perpotongan, karena perpotongan dapat mengakibatkan hubungan 

pendek (short circuit).  

Bokal, Dvorak, Hlineny, Leanos, Mohar, dan Wiedera (2019) menentukan 

batas derajat untuk perpotongan kritis k, dengan k ≤ 12. Mereka menggunakan 

mekanisma irisan (wedges).  
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Pinontoan dan Richter (2003) menentukan angka perpotongan sebuah 

famili tak hingga graf reguler 5 dengan mengidentifikasi graf-graf ini sebagai 

susunan ubin-ubin. Graf yang disusun oleh ubin-ubin seperti ini disebut oleh 

Mohar dan Dvořák (2015) graf periodic.  

 Pada penelitian ini, akan ditentukan mekanisma wedges yang analog 

dengan teorema ubin.  

1.2 Perumusan Masalah  

Diberikan bilangan bulat k dapatkan graf perpotongan kritis k dengan k ≤ 12, 

dengan derajat maksimum.  

1.3  Target Capaian 

Target capaian penelitian ini dapat di lihat pada Tabel 1. 

Tabel 1. Rencana Target Capaian 

No Luaran 
Target dicapai pada bulan 

“November 2019” 

1 
Publikasi Ilmiah di 

Internasional bereputasi 
Accepted 

2 
Pemakalah dalam Temu 

Ilmiah Internasional 
Terdaftar 
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BAB 2 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

Sebuah graf adalah pasangan berurutan (V, E) dimana V ≠  adalah himpunan 

objek yang dinamakan simpul dan E adalah himpunan sisi yang menghubungkan 

simpul-simpul. Setiap sisi e = uv = vu memiliki ujing simpul u dan ujung simpul 

v, dan kedua simpul itu dinamakan saling damping. Tetangga dari v adalah semua 

simpul yang saling damping dengan v. Dua sisi yang memiliki simpul bersama 

dalam sebuah graf dinamakan sisi damping. Sebuah sisi e = vv disebut gelung. 

Derajat sebuah simpul v adalah banyaknya sisi yang berujung pada v; sisi gelung 

dihitung dua kali Jika e1 = uv dan e2 = uv maka, e1 dan e2 adalah sisi paralel. Graf 

dinamakan sederhana jika tanpa gelung dan sisi paralel. Lintasan yang 

menghubungkan dua simpul u dan v dalam sebuah graf G adalah barisan sisi yang 

menghubungkan u dan v. Jika untuk setiap pasangan simpul di graf G terdapat 

lintasan yang menghubungkan keduanya, maka G disebut graf terkoneksi. Jika 

untuk setiap pasangan simpul terdapat k lintasan yang disjoin, maka G disebut 

graf terkoneksi-k. Sebuah graf dikatakan reguler n jika setiap simpul memiliki 

derajat n.  

 Sebuah graf G dapat digambar pada bidang dimana simpul dari G 

direpresentasikan oleh titik dan sebuah sisi disajikan dalam bentuk kurva atau 

garis lurus yang menghubungkan titik-titik simpul itu pada bidang. Sebuah graf 

bisa memiliki beberapa gambar. Gambar yang baik dari sebuah graf memiliki 

sifat-sifat, yaitu: tidak ada sisi yang memotong dirinya sendiri, dua sisi damping 

tidak boleh saling memotong, dua sisi tidak boleh saling memotong lebih dari 

sekali, dan paling banyak dua sisi berpotongan pada satu titik. Dalam sebuah 

gambar yang baik dari sebuah graf, dua sisi bisa berpotongan atau tidak. Dua sisi 

pada sebuah gambar sebuah graf bisa berpotongan pada sebuah gambar, tapi bisa 

tidak berpotongan pada gambar yang lain. Banyaknya perpotongan sisi pada suatu 

gambar bisa berbeda dengan banyaknya perpotongan pada gambar yang lain dari 

graf yang sama. 

 Angka perpotongan cr(G) dari sebuah graf adalah jumlah perpotongan 

terkecil diantara semua gambar baik dari graf G. Sebuah graf G adalah planar jika 
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cr(G) = 0, selain itu disebut nonplanar. Jadi, angka perpotongan sebuah graf 

adalah unik. Sebuah graf G dinamakan perpotongan kritis k, jika cr(G) = k dan 

untuk setiap sisi e  G, cr(G – e) < k. Terminologi tentang angka perpotongan 

pada paper ini sama dengan terminologi dari  Schaefer (2018).  

 Garey dan Johnson (1983) menetapkan bahwa masalah angka perpotongan 

merupakan masalah NP-complete. Dengan kata lain, menentukan angka 

perpotongan sebuah graf tidaklah mudah. Biasanya, untuk membuktikan bahwa 

cr(G) = k dilakukan dengan membuktikan bahwa cr(G)  k dan cr(G)  k. 

Pembuktian cr(G)  k biasanya dilakukan melalui gambar pada bidang, sedangkan 

untuk membuktikan bahwa cr(G)  k, dilakukan dengan menunjukkan bahwa 

memang terdapat k pasang sisi yang harus berpotongan. 

 Pinontoan dan Richter (2003) memperkenalkan konsep ubin, yaitu graf 

dengan beberapa ketentuan. Beberapa graf dapat disusun dari ubin-ubin ini. 

Sebuah ubin T = (G, L, R) adalah graf G dengan dua barisan simpul yang disebut 

dinding kiri L dan dinding kanan R. Angka perpotongan ubin, tcr(T), adalah 

minimum jumlah perpotongan di antara semua gambar graf G pada persegi [0, 1] 

 [0, 1] pada bidang sedemikian rupa sehingga simpul-simpul dari L berada pada 

{0}  [0, 1] dengan urutan menyusut pada koordinat y dan simpul-simpul dari R 

berada pada {1}  [0, 1] dengan urutan menyusut pada koordinat y. Sebuah ubin 

bisa dibalik secara vertikal maupun secara horisontal, dan dapat juga dipilin. Dua 

ubin dikatakan kompatibel jika dinding-dindingnya bersesuaian. Dua ubin yang 

kompatibel dapat dilekatkan dan menjadi ubin yang lebih besar.  

 Dvořák dan Mohar (2015) menamakan graf periodik adalah yang 

dibangun dengan merekatkan graf-graf kecil yang sama. Ini didasarkan pada 

konstruksi ubin yang diperkenalkan oleh Pinontoan dan Richter (2003). Mohar 

dan Dvořák menyimpulkan bahwa angka perpotongan graf periodik dapat 

dihitung (computable). 

  Bokal, Dvorak, Hlineny, Leanos, Mohar, dan Wiedera (2019) melakukan 

konstruksi graf perpotongan kritis k dan menyatakan bahwa terdapat konstant d 

sehingga setiap graf perpotongan kritis k, dengan k ≤ 12, memiliki derajat 

maksimum d. Salah satu contoh yang disajikan adalah graf pada Gambar 1. 
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Mereka menduga bahwa konstruksi graf seperti ini dapat dilakukan analog seperti 

ubin yang dilakukuan oleh Pinontoan dan Richter (2003).  

 

 

Gambar 1. Graf dengan angka perpotongan 12 dengan derajat maksimum. 
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BAB 3 

TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN 

 

3.1  Tujuan 

Diberikan famili tak hingga graf regular 4 Bn diperkenalkan oleh Richter dan 

Thomassen (1993) dan famili tak hingga graf reguler 5 Mn yang diperkenalkan 

Pinontoan dan Richter (2003). Maka dalam penelitian ini bertujuan menentukan 

ketebalan buku dan berapa angka perpotongan buku k-halaman untuk k = 2, 3, 4 

untuk pembenaman buku dari Bn dan Mn, 

3.2  Manfaat 

Dengan ditentukannya ketebalan buku pembenaman dari Bn dan Mn, maka telah 

dipastikan bahwa untuk family tak hingga graf reguler 4 dan 5 hanya 

membutuhkan sekian halaman untuk pembenamannya. 

 Pembenaman buku ini memiliki penerapan pada perancangan layout Very 

Large Scale Integrated (VLSI) seperti microprocessor. 
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BAB 4. METODE PENELITIAN 

 

Penelitian dilakukan melalui langkah-langkah berikut: 

1. Studi literatur yang berkaitan dengan masalah angka perpotongan dan ubin. 

2. Merancang gambar graf perpotongan kritis k, dengan k ≤ 12. 

3. Menentukan derajat maksimum. 

4. Melakukan verifikasi, jika diperlukan, simulasi komputer. 

a. Menetapkan spesifikasi fungsional. 

b. Pemrograman menggunakan Kompiler Delphi. 

c. Menetapkan beberapa input graf. 

d. Testing beberapa input graf. 

e. Iterasi sampai tercapai kesesuaian dengan verifikasi deduksi.  

 

Alat dan Bahan 

1. Komputer 

2. Kompiler Delphi. 

 

Waktu dan Tempat 

1. Waktu pelaksanaan adalah tahun 2019. 

2. Tempat pelaksanaan di Institut Teknologi Bandung atau Universitas 

Udayana untuk studi literatur dan sisanya di Manado. 
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BAB 5 

 HASIL DAN LUARAN YANG DICAPAI 

 

Dalam Bab ini, akan tentukan didefinisikan kembali graf tak hingga P(m, n) yang 

terdiri dari m ubin S dan n ubin T beserta twist T, kemudian akan ditentukan 

energi (P(m, 2)) untuk m ≥ 1 dan (P(2, n)) untuk n ≥ 1. 

 

5.1 Famili tak-hingga Graf P(m, n). 

 

Perhatikan ubin S dan T , masing-masing dengan twist S’ dan T’ pada Gambar 5.1 

berikut: 

 

Gambar 2.  Ubin S dan T beserta twist S’ dan T’. 

 

Pinontoan dan Richter (2003) mendefinisikan famili tak-hingga graf (    
 

)-

perpotongan-kritis, dengan h bilangan bulat positif. Jika diambil h = 0, dan untuk 

1 ≤ m, n serta 3 ≤ m + n, maka diperoleh famili graf tak-hingga P(m, n) = (S
m
T

n
) 

dimana S dan T adalah ubin pada Gambar 5.1 dengan twist bisa S’ pada S atau T’ 

pada T. Tepatnya, untuk 1 ≤ m, n dan 3 ≤ m + n, graf P(m, n) memiliki simpul-

simpul a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2, ..., am, bm, cm, m, x1, y1, z1, x2, y2, z2, ..., xn, yn, dan 

zn, serta sisi-sisi akbk, bkck, bkdk (1 ≤ k ≤ m),  akak+1, ckck+1, dkak+1, dkck+1 (untuk 1 ≤ 

k ≤ m – 1), xkzk, ykzk (1 ≤ k ≤ n), xkxk+1, ykyk+1, zkxk+1, zkyk+1 (1 ≤ k ≤ n – 1), dmx1, 

dmy1, xnc1, dan yma1.   

     Gambar 5.2 menunjukkan P(2, 4) berturut-turut dengan twist S’ dari T dan 

twist T’ dari T.   
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Gambar 3. Graf P(2, 4) dengan S’ dan twist T’. 

 

 

5.2 Energi (P(m, 2)) untuk m ≥ 1. 

 

Biarkan G graf sederhana dengan n simpul v1,v2, ... ,vn dan biarkan di adalag 

derajat dari simpul  vi (i = 1, 2, ... , n). Definisikan (Balakrishnan, 2004) 

 

dij = {
   (     )                           

                                                             
 

 

Maka matrix M(G)=[ dij ] berukuran n × n disebut matrix derajat maximum dari 

graf G. 

 Energy derajat maximum (G) dari graf sederhana G adalah jumlah nilai 

mutlak eigen dari matrix derajat maximum G (Adiga dan Smitha, 2009). 

Sedangkan rata-rata energi derajat maximum graf G adalah energi dibagi 

banyaknya simpul atau banyaknya nilai eigen. 
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Gambar 4 menunjukkan P(1, 2) dan P(2, 2). 

 
 

Gambar 4.   P(1, 2) dan P(2, 2). 

 

 

Matrix derajat maximum dari P(1, 2) adalah: 
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          )

 
 
 
 
 
 
 

  

 

Nilai eigen nya adalah 

1 = - 10.9486,  2 = -8.0000,  3 = -8.0000, 4 = -4.9591,  5 = -1.5846,  

6 = 4.0000,   7 = 4.0000,  8 = 4.6306,  9 = 5.5333,  10 = 15.3286 
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Sehingga energi dari (P(1, 2)) adalah jumlah dari bilangan mutlak dari 

eigenvalue, yaitu  

(P(1, 2)) = ∑    
   k| = 66,9848. 

 

Dan rata-rata energi adalah 66,9848/10 = 6,698. 

 

Matrix derajat maximum dari P(2, 2) adalah: 

 

                                         

  

  

  
  

  

  

  
  

  

  

  
  

  

  (

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

Nilai Eigen nya adalah 

1 =  -12.3244,  2 = -8.2955,  3 = -8.0000,  4 = -5.6569,  5 = -5.6569,  

6 = -4.0978,   7 = -2.0458,   8 = 1.0057,  9 =  2.0458,  10 = 5.6569,  

11 = 5.6569,   12 = 8.2955,  13 = 8.3808,  14 = 15.0356. 
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Sehingga energi derajat maximum dari (P(2, 2)) dari graf P(2, 2) adalah jumlah 

dari bilangan mutlak dari eigenvalue, yaitu (P(2, 2)) = ∑    
   k| = 92,1545 dan 

rata-rata energi derajat maximum adalah 92,1545/14 = 6,582. 

 

Graf P(3, 2) adalah: 

 
 

Matrix derajat maximum dari graf P(3, 2) adalah: 
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Dengan nilai eigen ber turut-turut  

-12,7544  -10,1022  -8,0000  -8,0000 

 -6,7925  -3,7354   

-2,4721  -2,4721       -2,2751  -0,0903 

  0,7064    3,6400     

 4,1522   6,4721     6,4721   9,9634

  10,4085  14,8794 

 

Sehingga energi derajat maximum dari (P(3, 2)) dari graf P(3, 2) adalah jumlah 

dari bilangan mutlak dari eigenvalue, yaitu (P(3, 2)) = ∑    
   k| = 113,3882 dan 

rata-rata energi derajat maximum adalah 6,299. 

  

Sekarang kita akan menyelidiki rata-rata energi derajat maximum (P(m, 2)) jika 

m  . 

 

Teorema 

P(m, 2) adalah perpotongan kritis dengan rata-rata energi derajat maximum 6, jika 

m  .  

 

Bukti 

Bahwa P(m, 2) adalah perpotongan kritis, dapat dilihat bahwa penghilangan salah 

satu sisi sembarang menurunkan angka perpotongan. 

 

Determinan dari (I – P(m, 2)) adalah 
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 | I – P(m, 2) |    = 

|

|

   
   
  

     
   

    

   
    
 
 

 
 
 

 
 
 

     
     
 
 
 

 
 
 

   
   
  

|

|

 

 

= ( + 6(m – 1)
m  - 1

 

|

|

   
   
  

     
   

    

   
    
 
 

 
 
 

 
 
 

     
     
 
 
 

 
 
 

   
   
  

|

|

 

     

= ( + 6(m – 1)
m - 1

 + 3) ( - (m – 1)
2
) 

 

Sehingga energi menjadi  

                                6(m + 3) 

Dan jika n  ke tak hingga, maka  

                     = 6. 
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5.3 Pembenaman Buku Hn dan Mn  

 

Kita akan membuktikan bahwa (Hn) = 3 dan (Mn) = 3, untuk n ≥ 3. 

 

Teorema 1. Biarkan n ≥ 3. Maka (Hn) = 3.  

 

Bukti. Richter dan Thomassen [7] menetapkan angka perpotongan Hn
 
(n ≥ 3) 

adalah 3, yang juga dikonfirmasi oleh Pinontoan dan Richter [6] dengan 

menggunakan mekanisme ubin. Jadi Mn tidak planar pada bidang (two pages), dan 

membutuhkan lebih dari dua halaman untuk pembenaman buku. Dengan kata lain, 

(Hn) ≥ 3. 

     Akan ditunjukkan bahwa (Hn) ≤ 3 dengan menggambar pembenaman Hn pada 

buku. Graf Hn dibenamkan pada buku sebagai berikut. Letakkan sisi-sisi dengan 

urutan sebagai berikut: 

a1, b1, c1, a2, b2, c2, ... ,  an+1, bn+1, cn+1. 

     Kemudian letakkan sisi-sisi bici (1 ≤ i ≤ n + 1), bibi+1 (1 ≤ i ≤ n), cibi+1 (1 ≤ i ≤ 

n), dan a1bn+1 serta a1cn+1 tanpa perpotongan pada halaman satu. Pada halaman 

dua, letakkan sisi-sisi aici (1 ≤ i ≤ n  + 1), aiai+1 (1 ≤ i ≤ n), dan ciai+1 (1 ≤ i ≤ n) 

tanpa perpotongan. Pada halaman tiga, letakkan sisi-sisi b1an+1  dan b1cn+1 tanpa 

perpotongan. Sehingga dibutuhkan tiga halaman untuk pembenaman Hn, jadi 

(Hn) ≤ 3. Dengan demikian (Hn) = 3.  

     Pembenaman H5 dapat dilihat pada Gambar 7. Simpul-simpul diletakkan pada 

punggung. Sisi-sisi di atas simpul adalah pada halaman satu, sedangkan sisi-sisi 

yang digambar garis bersambung di bawah simpul adalah pada halaman dua, 

sedangkan sisi-sisi yang digambar dengan garis putus-putus di bawah simpul 

adalah pada halaman tiga.  
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Gambar 6. Sebuah pembenaman H5. 

 

Teorema 2. Biarkan n ≥ 3. Maka (Mn) = 3.  

 

Bukti. Pinontoan dan Richter [6] telah menghitung angka perpotongan graf Mn (n 

≥ 3) yaitu 6. jadi Mn tidak planar sehingga itu membutuhkan tiga halaman untuk 

pembenaman buku. Dengan kata lain, (Mn) ≥ 3. 

      Untuk membuktikan bahwa (Mn) ≤ 3, akan ditunjukkan gambar pembenaman 

buku Mn pada tiga halaman. Letakkan simpul-simpul Mn pada punggung dengan 

urutan sebagai berikut a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2, ... , an, bn, cn, dn, e, dan f. 

Kemudian, letakkan sisi-sisi berikut pada halaman satu: ak bk, bk ck, ck dk (1 ≤ i ≤ 

n), bk bk+1 (1 ≤ i ≤ n – 1), bkbk+1 (1 ≤ i ≤ n – 1), dan sisi-sisi cn e, dn e, e f, bn f, serta 

cn f. Pada halaman dua, letakkan sisi-sisi berikut ak ck, ak dk (1 ≤ i ≤ n), dk dk+1 (1 ≤ i 

≤ n – 1), dan d1 f. Terakhir, pada halaman tiga, letakkan sisi-sisi ck bk+1 (1 ≤ i ≤ n – 

1), dan juga sisi-sisi a1e, a1f, b1e, serta b1dn. Sehingga dibutuhkan tiga halaman 

untuk pembenaman Mn pada buku, jadi (Mn) ≤ 3. Dengan demikian (Mn) = 3.  

     Gambar 8 menyajikan contoh pembenaman buku M3. Simpul-simpul 

diletakkan pada punggung, sisi-sisi di atas simpul, adalah pada halaman satu, sisi-

sisi di bawah simpul yang digambar dengan garis bersambung adalah pada 

halaman dua pada Gambar 8(a). Sedangkan sisi-sisi pada Gambar 8(b) adalah 

pada halaman tiga.  
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(a) Halaman 1 dan Halaman 2. 

 

 

(b) Halaman 3. 

Gambar 7. Sebuah pembenaman buku M3. 
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BAB 6 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

Famili graf tak hingga P(m, 2) adalah perpotongan kritis dengan rata-rata energi 

derajat maximum 6, jika m  .  
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